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内 容 简介 


本 书 内 容 曾 作为 物理 系 理论 物理 研究 生 的 教材 ， 其 特点 是 用 最 少 
的 篇 幅 先 介绍 群 沦 的 一 般 性 起 论 ， 热 后 立即 进入 地 群 和 李 代数 ， 以 使 
学 习 场 论 和 粒子 牺 理 的 学 生 能 用 较 少 的 时 间 获 得 这 方面 必要 的 数学 知 
识 ， 在 表述 上 ， 最 力求 正确 ， 但 并 不 追求 论证 的 严格 性 ， 这 种 处 理 对 
于 学 习 理论 物理 的 学 生来 说 可 能 是 比较 合适 的 本 书 可 作 理论 物理 研 
究 生 的 教材 ， 也 可 供 大 学 教师 及 科研 人 员 人 参考 。 


中 


前 


本 书 内 容 曾 作为 物理 系 班 论 物理 研究 生 的 教材 ， 于 1977 
年 和 1979 年 使 用 过 二 次 。 本 书 企图 用 最 少 的 篇 幅 先 介绍 群 论 ; 
的 一 般 性 理论 ， 然 后 立即 进入 李 群 和 李 代 数 ， 以 使 学 习 场 论 
和 粒子 物理 的 学 生 能 用 较 少 的 时 间 获 得 这 方面 必要 的 数学 知 
识 。 本 书 昌 力求 表述 的 正确 性 ， 但 并 不 追求 论证 的 严格 性 ， 
我 们 认为 ， 这 种 处 理 对 于 学 习 理 论 物理 的 学 生来 说 可 能 是 比 
较 合适 的 。 

在 本 教材 使 用 过 程 中 ， 不 少 同志 提出 过 许多 改进 意见 ， 
特别 是 朱 培 称 同志 仔细 地 校订 了 原稿 ， 我 们 造 对 他 们 致 以 深 
切 的 谢意 ,由 于 水 平 所 限 ， 内 容 仍 难免 有 不 妥 甚 至 错误 之 
处 ， 欢 迎 读者 提出 宝贵 意见 ， 
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第 一 章 ”有限 群 基本 理论 


§1 群 的 概念 


符合 某 种 特定 条 件 的 一 些 元 素 {91,9;,…,9s,"…,9,】 等 
移 成 一 集合 G， 若 对 其 中 任 二 元 素 g:、g9: 定 义 一 个 《运算 》 
( 9;* 91) 且 满足 下 列 四 个 条 件 ， 则 称 为 一 个 群 。 
1. 若 g;、g9; EG 则 9 96E G. 
2. 元 素 间 的 运算 满足 结合 律 gi (9;* 94) 二 (93:'9;)'94。 
3. 在 G 内 可 定义 单位 元 素 g。( 或 e)， 使 G 中 每 一 个 9 都 
有 99go 一 9o.9, 一 9， (9g:"e=e'g,= 9;). 
4. 对 于 每 个 9， 在 C 中 都 存在 一 个 元 素 9;7!:， 使 
gi9i 一 9 "19;=96 (或 e ) 
应 注意 到 园 一 集合 对 于 某 种 运算 构成 群 ， 但 对 另 一 种 运 
算 可 以 不 构成 群 。 一 般 说 来 ， 群 的 元 素 间 的 运算 未 必 满 足 对 
易 律 。 假 使 一 个 群 ， 它 的 元 素 间 运算 满足 对 易 律 ， 
91°91= 01°01 
就 叫 阿 贝尔 群 。 
例 (1) 一 个 单位 元 素 { go( 或 e) } 的 集合 ， 元 素 间 的 
《 运算 》 是 通常 的 乘法 构成 一 个 群 。 
3(2) 所 有 实数 的 集合 ，《 运算 》 是 通常 的 加 法 构成 群 ， 
单位 元 素 是 9， 此 群 是 阿 贝 尔 群 。 
: (3) 原点 O 固 定 的 实 三 维 空间 的 旋转 构成 一 个 非 阿 贝尔 
群 ， 它 以 旋转 群 及 :或 SO(3 , 开 ) 来 表示 。 


re Ame ere Em 


(4) 绕 固 定 轴 的 旋转 构成 一 阿 贝 尔 群 , 它 可 用 9: 或 
SO(2, 忆 ) 表 示 。 

(5) 实 四 维 矢量 空间 中 使 二 次 型 

212 十 Za2 十 Z32 一 To02 

保持 不 变 ， 且 不 使 过 去 和 将 来 发 生 交换 的 非 奇异 变换 构成 洛 
仑 效 群 。 

(6) 特 殊 线性 群 SL(n ,RR) 和 SL(n,c) 是 所 有 行列 式 为 1 而 
矩阵 元 为 实数 或 复数 的 线性 变换 所 构成 的 群 ， 

(7) 特殊 西 群 SU (n) 是 " 维 矢 量 空间 中 行列 式 为 1 的 么 
正 变换 集合 所 构成 的 群 。 

(8) 线 性 群 GL(n,R) 是 由 实数 组 成 的 非 奇 异 线 性 变换 所 
构成 的 群 。 

下 面 给 出 在 矢量 空间 中 使 所 有 保持 矢量 长 度 不 变 的 线性 
变换 构成 么 正 群 (UU 群 ) 的 证 明 。 

设 : 复 矢量 空间 中 任 一 矢量 x， 线 性 变换 4 使 所 有 的 矢量 
长 度 保 持 不 变 : 

Xx/ 二 Ux 或 Y=,Y, (1.1.1) 

要 满足 TL’ = THT, (1.1.2) 
(1.1.1) 式 代入 (1.1.2) 式 ， 

Ur TU oT p= UA po HT = 6 1pT Te 

(yidso— 1p) Xx,=0 
由 XY*7。 的 任意 性 ， 得 ， 

W* lo—= dp 1 
或 dtu! (1.1.3) 
条 件 (1.1.3) 是 么 正 变换 4 的 充 要 条 件 。 

(aq) 如 果 有 二 个 么 正 变 换 s、v， 则 由 于 


ea 2 。 


(ku) IC) 一 UL 一 1 
人 所以 乘积 (xu) 也 是 么 正 变换 。 
《2) 如 果 人 么 正 变换 4， 则 由 于 
GT 一 (CD 一 (et) 一 1 
所 以 么 正 变 换 的 逆 变 换 4- :也 是 么 正 变 换 。 

(ec) 显 然 ,单位 矩阵 1 是 一 么 正 挎 阵 。 即 1+. 1 一 1 t+ 一 1 
因此 ， 在 矢量 空间 中 ， 所 有 保持 矢量 长 度 不 变 的 线性 变换 构 
成 一 群 ， 称 作 么 正 群 4(n)。 

(9) 一 组 个 对 象 的 所 有 不 同 置换 构成 一 个 佑 , 称 为 

“对 称 群 >，。 

用 下 列 符号 表示 一 种 置换 

(! 2 3 "nn 一、 

CQ QQ, 
自然 数 1,2,3,… ,nn 标志? 个 对 象 ，a a，Qs…*…a, 是 这 个 有 
然 数 的 一 种 排列 。 上 式 表 示 的 置换 过 程 是 : 将 1 换 为 qa1,2 换 
为 aa，3 换 为 cs … 1 换 为 a,。 接 连 进行 二 个 置换 的 结果 称 
为 这 二 个 置换 的 乘积 。 以 三 个 对 象 的 置换 为 例 ， 设 P, 和 P， 
表示 下 列 二 个 置换 : 


那 末 它 们 的 乘积 


(1 2 3\/1 2 3 1 2 3 
PiPs=|， 1 3) (1 1 3 = 1 2 + 
就 是 先进 行 置 换 已 :再 进行 置换 已 , 的 结果 。 群 中 的 单 位 元 素 


局. 
ZE 


\1 2 3 mn 
显然 ， 每 一 个 置换 都 有 一 个 逆 置 换 ， 它 们 相 轩 就 得 到 单位 元 
素 。 不 难 证 明 ， 置 换 的 乘法 满足 结合 律 
由 有 限 个 元 素 构 成 的 群 称 为 有 限 群 ， 不 同 元 素 的 个 数 呀 
作 有 限 群 的 阶 。 反 之 ， 称 作 无 限 群 。 
上 面 例子 中 ，(1) 、(9) 是 有 限 群 ， 其 它 均 为 无 限 群 。 


习题 ~ 
(1) 试 证 、 (91 98) 1 一 gp gil 

《2 证 明 ， 每 一 元 素 仅 有 一 个 遂 元 素 。 

(3) 若 a,5EG, hEG Hab 则 ah3cbh, 。 


$2 子 群 、 共 罗 元 来 和 类 


定义 ， 车 群 G 中 的 一 个 子 集 g, 按 群 G 中 所 采用 的 运算 也 
构成 一 个 群 ， 则 9 叫 作 群 @ 的 子 群 。 

例 $1 中 例 (4) 是 例 (3) 的 子 群 ， 么 正 么 模 群 SU (GD 是 
么 正 群 U (mn) 的 子 群 ， 三 维 空间 转动 群 是 洛 仑 闪 群 的 子 群 , 绕 
某 个 轴 的 转动 群 是 旋转 群 的 子 群 ， 特 殊 线性 群 SL(") 是 线性 
群 GL(n) 的 子 群 。 | 

设 a 和 6 是 群 中 某 二 个 元 素 ， 元 素 c 二 bab! 称 作 o 的 共 圈 
元 素 。 显然， 车 c 和 a 共 轿 ， 那 末 4 也 和 c 共 录 ， 而 且 c”! 和 a? 
也 相互 共 轿 。 若 c 和 wo 共 罗 ，a 和 d 共 d， 那 末 c 和 d 也 共 思 。 

所 有 和 某 一 元 素 共 罗 的 元 素 的 集合 , 称 作为 群 的 一 个 类 。 
若 二 个 类 中 有 一 个 元 素 是 相同 的 ， 那 末 这 二 个 类 完全 相同 。 
若 二 个 类 不 同 ， 那 末 它 们 亡 有 的 元 素 都 不 同 , 因此 可 以 将 
群 的 元 素 分 成 不 同 的 类 ， 每 一 个 元 素 只 属于 其 中 的 一 个 类 。 


485 陪 集 、 不 变 子 群 


设 9 是 群 C 的 一 个 子 群 ，9 群 的 元 素 是 1,p: ,ps ，…，,i . 
设 < 是 群 和 中 的 任 一 元 素 ， 那 末 元 素 
a:1, ab,, qa:bs, ''+, a.b, 
称 作 由 元 素 a 生 成 的 子 群 4 的 “ 左 陪 集 ”。 并 以 符号 og 表示 。 
车“ 是 子 群 9 的 元 素 , 那 末 生成 的 左 陪 集 就 是 子 群 9 本 身 . 若 a 不 
属于 g， 那 末 它 所 生成 的 左 陪 集 不 构成 子 群 ， 因 为 在 这 一 左 
联 集 中 不 包含 单位 元 素 。 若 二 个 左 陪 集中 有 一 个 元 素 是 相同 
的 ， 则 这 二 个 左 陪 集 完 全 相同 。 若 二 个 左 陪 集 不 同 , 则 它们 所 
有 的 元 素 都 不 同 . 因 此 可 以 将 群 所 有 元 素 分 成 不 同 的 左 陪 集 ， 
每 一 个 元 素 上 只 属于 一 个 左 陪 集 。 c 
用 类 位 的 方 z.,， 可 以 定义 右 陪 集 (ga)， 并 讨论 右 陪 集 的 
性 质 ， 
定义 ， 车 对 任 一 a,EG， 满 足 
Qaig 一 ga 或 aiga;"1=g 
王子 群 9 叫 作 群 G 的 不 变 子 群 (正规 子 群 ) 。 
可 以 看 出 《1 任 一 群 C 有 二 个 平 良 的 不 变 子 群 ， 印 
9g= {1} 和 9 一 {C)} 
(2) 阿 贝尔 群 的 任 一 子 烙 都 是 不 变 子 群 ; 
(3) a;9==9a， 并 不 意味 着 a.b:=bia: (6,€9), 而 
是 表明 不 变 子 群 的 左 陪 集 与 右 陪 集 相同 ， 
定义 ， 如 果 一 个 群 ， 除 单位 元 素 外 ， 没 有 不 变 子 群 ， 则 
此 群 叫 单 群 。 
如 果 一 个 群 ， 除 单位 元 素 外 ， 没 有 不 变 阿 贝尔 子 群 ， 则 
此 和 群 叫 半 单 群 。 加 


. 5 . 


显然 ， 单 群 一 定 是 半 单 的 汪 。 反 之 ， 不 成 立 。 以 后 将 证 
明 ， 洛 仑 兹 群 ， 四 维和 三 维 转动 群 是 半 单 群 ， 二 维 么 模 么 正 
群星 单 群 。 因 此 ， 单 群 和 半 单 群 是 物理 学 上 有 重要 的 意义 的 
定理 1.5.1 设 9 是 群 G 的 不 变 子 群 , 则 所 有 9 的 陪 集 所 组 
成 的 集合 有 = {4} = 二 {i9 } 构成 一 个 群 。 
证 明 ，(1) 设 有 两 个 不 同 陪 集 4;,、h;， 则 由 于 
hih,= (a,9) (4a;9)=ai(94;)g9= 0:(019)9=ang 
故 乘 积 # ,6; 仍 是 子 群 9 的 陪 集 。 
(2) 因 g(a;g)=(9a,)g= (4;9)g9=a;9 
所 以 g 是 群 及 的 单位 元 素 。 
(3) 若 有 一 个 陪 集 如 二 0:9， 则 由 于 
(ce,9) -1(09) 一 (9 10 1) (41:9)=9 oa 一 g 9 一 
9' 9 一 9 
故 陪 集 的 道 总 是 存在 的 。 
(4) 显然 ， 陪 集 间 乘 法 满足 结合 律 。 邵 证 。 
显然 ， 若 子 群 9 不 是 群 @ 的 不 变 子 群 ， 妃 一 般 不 构成 群 。 
定义 ， 上 述 群 鼠 吗 作 群 和 相对 于 不 变 子 群 9 的 商 群 。 
写 为 H=G/g 


$4 同 构 和 园 访 


设 有 二 个 群 ,分 别 是 G 和 蕊 ,假定 群 G 中 的 每 一 个 元 素 4 对 
应 于 群 G 中 的 一 个 确定 的 元 素 却 ，G 中 二 个 元 素 c 和 8 乘积 6 过 
对 应 于 群 G 中 相对 应 的 元 素 &5 和 5 的 乘积 5.5 ,而 且 群 G 中 的 
每 一 个 元 素 至 少 对 应 于 群 G 中 的 一 个 元 素 , 那 末 就 叫 G 是 群 C 
[证 ) ”唯一 的 网 外 是 单 参数 单 群 。 


的 “ 同 态 喘 象 “。 或 者 说 ， 群 G 同 态 于 群 G。 

假使 群 G 和 群 G 的 元 素 是 一 一 对 应 的 ， 并 且 元 素 的 乘积 
也 一 一 对 应 。 那 末 就 称 群 G 和 群 GE 相互 同 构 。 相互 同 构 的 两 
个 群 只 是 表示 元 素 的 符号 不 同 ， 而 群 的 铺 构 是 完全 相同 的 。 

先 举 一 个 同 态 的 例子 。 不 难看 出 ， 若 元 素 间 的 乘积 定义 
为 数 的 乘积 ， 则 整数 ! 和 -1 构成 一 个 2 阶 群 。 车 令 1 对 应 于 所 
有 的 偶 置换 ，-1 对 应 于 所 有 的 奇 置换 ， 则 这 个 群 是 对 称 群 S。 
的 同 态 映 得. 

不 难看 出 ， 这 个 群 与 由 

XX 
区 一 一 光 

二 个 变换 构成 的 群 是 同 构 的 。 

可 见 ， 若 群 G 同 态 于 群 互 ， 万 也 加 态 于 群 G， 则 CG、 韦 
二 个 群 是 同 构 的 。 同 构 一 定 同 态 ， 同 态 不 一 定 同 构 。 

可 以 证 明 ， 著 任 二 同 阶 有 限 群 是 同 态 的 , 则 必 是 同 构 的 ， 
反之 ， 同 构 的 有 跟 群 必 是 同 阶 的 ， 

车 烽 G 和 群 人 并 不 同 构 ， 但 是 ，G 是 群 G 的 同 态 映 象 .可 
以 证 明 ,< 群 G 中 所 有 和 群 肥 的 单位 元 素 对 应 的 元 素 的 集合 梅 
成 群 G 中 的 一 个 不 变 子 群 9， 它 叫 群 G 的 同 态 核 。 

证 : 设 G 中 的 子 集 g= { a, G92, “*', a, } 是 同 态 核 。 
即将 G 中 元 素 映 射 为 G 中 元 素 , 且 有 


f(a)= 1 (i=1,",n) 
(1)f(aa))=f(a)f a)= 1 1=1 
所 Ba,.a;Eg (i, j=1, ,1,) 
(I 有 ) 由 于 1.6=b (1, bEG) 


ne 


对 应 有 f(D) "了 (6)=f(1)'6=b 
产 以 f(1)=1 1€9 
CID 又 由 于 ai4;-!=1 
对 应 有 fle)f(arD)= if(a !)=1 


所 以 f (a7!)=1 qa“!1€g 


.由 此 可见 g 构 成 C 的 一 个 子 群 ， 

(IV) 由 于 在 G 中 有 5"1=1.b. 
对 应 于 G 中 有 pb.a; 一 ab a:€g9 
所 以 9 是 C 中 的 不 变 子 群 。 


可 以 看 出 ， 与 群 G 中 某 一 个 确定 的 元 素 相 对 应 的 群 C 中 的 所 


有 元 素 的 集合 构成 不 变 子 群 g 的 陪 集 。 因 此 ，G 中 的 元 素 和 
不 变 子 群 9 的 陪 集 一 一 对 应 。 这 就 是 说 ， 群 G 和 商 群 GAg 同 
构 。 这 样 我 们 就 证 明了 如 下 的 定理 。 

定理 1.4.1 设 群 8 是 群 G 的 辐 态 映 象 , 那 末 群 G 就 同 构 于 
商 群 GAg， 且 G 中 的 同 楚 核 g 是 不 变 子 群 。 

例 1 出 偶 置 换 形成 的 群 3, 是 对 称 群 S$, 的 不 变 子 群 ， 其 


相应 的 次 群 估 与 由 1 和 -1 构成 的 二 阶 群 同 构 。 


“2 例 2 三 维 实 正 交 群 0: 辐 态 于 数 群 { 1，-~1 } ， 同 态 核 9 
是 旋转 群 。 商 群 039 为 { 9，59 } 与 数 群 { 1,-1 } 同 构 . 其 


中 s 是 空间 反射 变换 。 
85 群 的 表示 


同 态 概念 一 个 重要 特殊 情况 是 ， 群 @ 是 出 矢量 空间 及 中 
葛 非 奇异 线性 变换 所 形成 的 群 。 这 就 是 说 ， 群 CS 中 的 每 一 个 


-元素 4 和 矢量 空间 R 中 的 一 个 非 奇 蜡 线性 变换 4 相对 应 ， 而 且 
-元素 的 积 zp 和 相应 的 非 奇异 线性 变换 的 积 42 相 对 应 ， 我 们 


。 8 。 
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称 这 一 组 非 奇 异 线性 变换 《或 矩阵 ) 是 群 C 的 “表示 “”“。 矢 
量 空 间 的 维 数 # 称 为 表示 的 “ 维 数 “。 假 使 这 个 非 奇异 线 性 
变换 群 和 群 C 的 元 素 一 一 对 应 ， 那 末 表 示 就 称 为 是 一 一 的 ， 
假使 表示 不 是 一 一 的 ， 那 末 这 个 非 奇 蜡 线 性 变换 一 定 是 一 个 
商 群 Cg 的 一 一 表示 。 其 中 9 是 群 C 的 同 态 核 。 

由 上 可 见 ， 群 的 表示 维 数 随 着 所 取 矢 量 空间 的 维 数 之 不 
同 而 不 同 ， 且 对 某 一 抽象 群 的 研究 可 以 通过 对 该 群 的 表示 的 


研究 来 进行 ， : 
例 设 标量 声 5(x) 满 足下 述 本 征 方程 (三 维 标量 场 ) 。… 
H(x)Y(x)— ey(x)=0 (1.5.1X 


式 中 左 (x) 是 线性 厄 米 微 分 算 符 。 
假使 厅 (x) 在 三 维 正 交 变 换 群 G 下 保持 不 变 ， 即 
H(lax)=H (x) aEG (1.5.2) 
现在 来 求 群 G 的 线性 表示 。 

一 般 情况 下 ， 给 定 本 征 什 *，(1.5.1) 方 程 有 ? 个 线性 独 - 
立正 交规 一 化 的 解 。 

Vili=1，2，3,，……, fr) 7 是 表示 7* 重 简 并 度 (1.5.3) 
$=1,2,3,…,r) 可 作为 r 维 线性 函数 空间 中 的 基底 . 则 满足 
(1.5.1) 方 程 #(x) 解 可 表 为 

B(x)= 习 b.y, (x) (1.5.4) 


设 有 一 正 交 变换 ，。 ax 一 x/ (1.5.5) 
#(x) 满 足 B'(x ) 一 V(x)。 因 (1.5.5) 式 ， 所 以 
$ax)=yp(x) (1.5.6) 
x pe) = x) x) + (x) —p(x) =0 
¥ (xz) $x) = x) —p (x)= (0 1x’)—yY’ (x’ ) 
。 9 。 


= (a7 lox) p(x) = (a!) 一 (x') ,由 
(1.5.6) 式 ,9 aaa)—p (x) = ala 1x))—W (ox) 


一 几 (G lx)}—y(x) 
最 后 可 得 去 (x) 一 到 (ax) (1.5.7) 
令 LL(a)¥(x)=Y (x) =p(a-!x) (1.5.8) 


(1.5.8) 式 表明 ， 对 应 任 一 正 交 变换 aEG， 存 在 一 个 算 符 ( 线 
性 变换 ) L(a)， 它 把 变换 后 在 x 点 的 标量 函数 值 变 为 变换 前 
标量 函数 在 07!1x 点 上 的 值 。 


考虑 H(a-ix)y(aix) et (an!x) 
=H(x)p(alx)—eyp(aix)=H(x)(L(o)y x) — 
e(L(a)y(x))=0 (1.5.9) 


(1.5.9) 式 表明 ，L(o)p(x) 是 属于 同一 本 征 值 。 的 末 的 本 征 
函数 ， . 
由 (1.5-4) 式 LZ(o)p(x)=$(a-!x) = bpi(o!x) 


故 对 每 一 个 正 交 变换 cEG 一 定 对 应 于 一 个 (9)。 不 难 证 
明 ， 一 组 算 符 L(a) 形 成 群 G 的 一 个 表示 。 

设 上 (a1), 上 (a;) 是 二 个 算 符 ， 则 

L(ci)L(as)=L(a0,) 
因为 工 (ez)%(x) 一 多 as 1x) = (x) 

Lo) La ) (x)= L(x)= (a "1x) 

一 Yiaa la lx)=Y((a14s) 1x)= Laas )¥ (x) 

因此 ， 群 与 函数 空间 中 的 线性 变换 算 符 过 (a) 同 态 ， 
工 (@) 也 是 群 E 的 一 个 线性 表示 。 

这 个 例子 说 明了 ， 由 力 党 系统 在 某 个 变换 群 下 的 对 称 性 
《 或 不 变性 ) ， 可 自然 地 得 到 变换 群 的 表示 。 


$6 等 价 表示 、 不 可 约 表 示 和 可 约 表 示 


群 表示 论 的 基本 问题 是 找 出 群 的 全 部 不 可 约 不 等 价 表 
示 。 这 里 就 提出 了 二 个 重要 的 概念 ， 即 符 价 表示 和 不 可 约 表 
示 。 物 理学 中 ， 等 价 表 示 代 表 同 一 个 量子 态 ， 基 本 粒子 则 对 
应 于 不 可 约 表 示 。 

若 群 C 的 二 个 表示 D'(a)、D(a)， 洪 足 

用 '(q)=S-1D(a)S (对 所 有 4E€G) (1.6.1》 
S 是 和 和 群 @G 元 素 无 关 的 某 一 国定 的 非 奇异 矩阵 ， 则 说 群 和 的 这 
二 个 表示 是 等 价 的 。 

由 线性 代数 知 ， 等 价 表示 可 看 作 同 一 表示 在 不 同 的 党 标 
系 中 的 不 同 表达 式 。 它 们 之 间 仅 仅 相 差 一 个 坐标 相似 变换 ， 

综 记 上 述 ， 可 把 群 6 的 全 部 表示 分 成 若干 不 等 价 的 表示 
类 ， 每 类 中 的 表示 相互 等 价 。 因 此 ， 寻 求 群 的 全 部 表示 就 是 
妥 找 出 全 部 不 等 价 囊 示 类 。 

可 以 从 群 的 某 一 表示 通过 相似 变换 得 到 许多 的 等 价 表 
示 。 取 《1.6.1 ) 式 两 边 矩 阵 的 迹 ， 

Tr(D’(a))=Tr(S-1D(a)S)=Tr(D(a) SS-!) 

=Tr(D(a)) 
可 得 结论 ， 两 表示 等 价 的 话 ， 则 它们 迹 必 须 相 等 。 

如 何 判 别 任 二 表示 等 价 或 不 等 价 ， 将 在 以 后 几 节 中 谈 
到 。 

设 在 矢量 空间 有 RR 中 的 一 组 非 奇 异 线性 变换 是 群 的 一 个 
表示 ， 假 使 有 一 个 既 非 零 矢 量 也 非 整 个 空间 并 的 子 空间 ”, 它 
在 表示 群 G 的 非 奇 异 线性 变换 中 变换 为 其 自身 ， 那 末 我 们 就 
称 这 个 表示 是 可 约 的 。 称 空间 刃 对 于 群 G4 是 可 约 的 。 称 子 空 

一 . 11 . 


ee 


i re 


ee 
Trees sm die 


间 r 对 于 群 G 为 不 变 的 子 空间 。 
为 具体 起 见 ,选择 一 个 坐标 系 , 它 的 基 矢 是 gj ,as ,gas，…， 
Hn, 其 中 基 矢 zi 下 2 Pe 生成 子 空间 ”。 那 末 显然 有 


4ui 一 TF 四 Pi i=1,2,.,m, 


m n 
Aus= TE mi9gik 十 和 uss 
j=1 1=m+t 1 


R=m+i1, m+2,,n {1.6.2) 
其 中 ，A4 是 和 群 元 素 4 相 应 的 线性 变换 。 在 这 个 坐标 系 中 。 
相应 的 矩阵 具有 如 下 形式 
4=(' Q ) 
0 9 
其 中 , PP、 Q. S 是 矩阵 元 qn，5i; 的 矩阵 ，0 是 零 答 阵 。 
P 可 以 看 作 一 个 群 G 在 空间 r 中 的 一 个 表示 。 
当然 ， 基 矢 unt1，wnrz，… ,us 的 选择 有 一 定 的 任意 性 ， 
假使 适当 地 选择 这 些 基 矢 ， 有 可 能 使 8 成 为 零 矩 阵 ， 那 末 由 
基 矢 uni ,umes，… ,us 生成 一 个 群 G 的 不 变 子 空间 ?’。 在 这 
种 情况 下 ， 空 间 R 分 解 成 二 个 不 变 子 空间 ， 写 作 : 
R=r@r’ 
假使 以 符号 D 表 示 空 间 R 中 的 一 表示 ， 以 符号 D; 、D, 分 别 表 
示 空间 r 和 空间 r' 中 的 表示 。 那 来 我 人 说， 表示 刀 分 解 为 表示 
DD ,和 表示 六 的 直 和 ， 写 为 
D=D®D, 
则 称 表示 DD 是 完全 可 约 的 ， 也 就 是 说 这 表示 可 以 分 解 为 准 对 
角形 式 ， 
假使 群 G 在 空间 R 中 有 一 表示 ,但 是 踪 了 零乱 量 太空 忆 


如 月 身 以 外 ， 对 于 群 G 没 有 上 别 的 不 变 子 空间 ， 那 末 称 这 个 党 
示 是 不 可 约 的 。 也 就 是 说 这 表示 不 可 分 解 为 准 对 角形 式 。 

如 何 判 定 一 个 表示 是 可 约 的 或 是 不 可 约 的 ? 以 后 在 讲 到 
群 表示 的 特征 标 性 质 时 将 给 我 们 提供 一 个 很 方便 的 状 据 而 不 
: 必 去 寻求 把 它 化 为 准 对 角 和 矩阵 的 具体 方法 。 


8$7 群 表 示 论 中 车 于 基本 定理 


定理 1.7.1 有 限 群 的 每 个 等 价 表示 类 都 包含 一 个 么 正 
表示。 或 者 说 ， 每 一 个 有 限 维 的 表示 等 价 于 一 个 么 正 表示 。 

证 : 设 有 限 群 有 余 个 元 素 a1，0;，4s,…,ax。 设 D 是 群 
的 一 个 ? 维 表示 ， 相 应 矩阵 元 为 4 、4.…、 4w。 我 们 定义 
任 二 个 矢量 x 和 ?的 标量 积 


入 下 n 
(x|y) = EE 《4 (Asx j= igiTl 


N sn 
gi= ZE op a (1.7.1) 


smlh=1 


其 中 人 A'z ) ,表示 矢量 4,x 的 第 & 个 分 量 。o4y (9 是 矩阵 4, 的 第 
% 行 第 ; 列 的 矩阵 元 ， 显然， 
(x | zx) 一 于 | (4,x) 1] >0 (1.7.2) 


汰 此 这 个 维 空间 是 一 个 西 空间 。 对 任 一 给 定 的 4,， 有 


N 攻 
(Aiy | A,x)= 号 > (AAy)}( AAx)s 


N mn 
= 呈 , 卫 ， Ay Ay)s=(y | xy》 


由 于 当 4, 跑 和 4: ，4，4s,…,4w，4.4: 也 跑 忆 4、 
Lo 所 以 在 这 个 空间 中 4 , A,,… ,An 都 是 么 正 线性 
变换 。 假 使 我 们 变换 到 一 个 正 交 归 一 化 的 坐标 系 ， 那 末 
4 ,4，，,…，As 就 变换 为 么 正 矩 阵 , 这 就 是 说 , 有 限 群 G 的 表 
示 D 是 和 一 个 么 正 表 示 等 价 的 。 由 线性 代数 可 知 ， 假 使 有 限 
群 的 一 个 表示 是 可 约 的 ， 那 未 它 一 定 是 完全 可 约 的 。 

对 于 连续 群 可 以 证 明 ， 任 一 紧 致 李 群 的 表示 和 急 价 于 一 个 
么 正 表 示 ，。 

定理 1.7.2( 舒 尔 引 理 ) 设 群 G 有 元 素 a1 ,az ,… ,an ,了 DD 是 
. 群 G 的 一 个 不 可 约 表 示 ,相应 的 窍 阵 是 41 ,A，,… ,Aw。 假 化 
有 一 个 矩阵 了 ， 它 和 所 有 的 矩阵 4 (和 12， 和 六 ) 相互 对 
易 ， 那 末了 一 定 是 单位 矩阵 和 其 一 个 数 的 乘积 。 技 言 之 

AT=TA;, i=1l, 92, NN (1.7.3) 
那么 就 有 T= 和 MA.1 (1.7.4) 
其 中 ! 表 示 单 位 矩阵 ， 和 是 一 个 数 。 

证 ， 设 相应 于 不 可 约 表示 口 的 空间 为 R。 和 上 了 T 算 阵 的 
一 个 本 征 值 ， 那 末 所 有 和 和 本 征 值 * 相 应 的 本 征 矢 误 形成 一 个 
子 空间 r。 可 以 证 明 ， 对 于 群 G 不 可 约 表示 如 来 说 , ?是 一 个 
不 变 子 空间 。 设 v 是 r 中 任 一 矢量 ,有 

To 一 和 v (1.7.5) 
由 (1.7.3) 和 (1.7.4) 可 得 
TA.v= /ATv=\ Av=A( A;v) 
i=1 2 
可 见 4o 也 属于 子 空间 r。 但 是 表示 刀 是 不 可 约 藤 ， 只 有 零 
矢量 和 开本 身 才 是 民 的 不 变 子 空间 。 人 
它 只 能 等 同 于 整个 空间 有 RR。 因 此 RR 中 任 一 和 上 bz 痢 满 足 
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(1.7.5)。 这 样 ， 我 们 证 明了 T= 和 .1 
定性 1.7.5 ( 舒 尔 定理 ) 设 群 C 有 元 素 c, ,0s,… ,an， 
它 在 7 维 空间 R, 中 有 一 个 不 可 约 表示 DD,， 其 相应 的 矩 阵 是 
4 ,4;,…, Aw, 在 m 维 空间 有 R 中 有 一 个 不 可 约 表 示 喇 。 " 相 
应 的 矩 血 是 B, ，Bs,*…，, Bn。 设 有 一 个 ”行列 的 矩阵 了 ? 
满足 
A:T=TB, (1 一 1， 六 ) (1.7.6) 
假使 D; 和 DD, 不 等 价 ， 则 了 T 一 定 是 本 
证 : 〈a ) 设 ?>> 和 下，9 是 空间 Re 中 任 一 矢量 。 那 末 ， 
u=To (1.7.7 ) 
有 # 个 分量， 属于 空间 R, 中 的 一 个 矢量 。 可 以 证 明 ， 所 有 
秋 量 a 构成 空间 RR, 中 的 一 个 不 变 子 空间 ?因为 
Au=A,Tv=T Biv (1i=1,2,°.…,N) 
(1.7.8) 
(Biv ) 属于 空间 Rs。 因此 7 ( 5,e ) 属于 子 空间 +r。 但 是 
子 空间 r 的 维 数 不 能 大 于 m， 因 此 +r 不 可 能 等 国 于 空间 有 。 由 
于 RR, 是 不 可 约 的 ， 它 的 仅 有 的 不 变 子 空间 是 零 和 撩 量 和 RR, 本 
身 。 所 以 :只 有 零 和 打量。 由 《1.7.8 ) 式 可 以 看 出 ，7 必须 是 
一 个 零 矩 阵 。 
(6 )n=m， 假使 7 是 一 个 非 奇异 矩阵 ( detT0 ) ， 
那 末 由 《1.7.6 ) 式 得 到 
A=TBT™! i=1l, 2,°0,N (1.7.9) 
此 式 表明 吃 , 和 DD, 是 等 价 的 ， 这 和 定理 的 假设 相 饿 盾 , 因此 
T 和 矩阵 一 定 是 奇异 的 。 即 
det 人 一 0 (1.7.10) 
由 此 可 知 空 闻 ? 的 维 数 一 定 小 于 +。 
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设 el 2 63 ， @, 是 空间 RR, 中 的 基 矢 ,el ‘22 ， ,en 
是 空间 Re 中 的 基 矢 ， 那 末 空 间 * 是 由 下 列 的 矢量 生成: 


w=Te = 工 eril, k=1,2,",n (1.7.11) 
fi 是 矩阵 了 的 矩阵 元 ,显然 ,可 以 找到 一 组 数 C1,C;,…,C,, 使 
二 Ca 一 工 己 etisCs=0 (1.7.12 ) 
k=1 I=ikg=1 
要 使 (1.7.12 ) 成 立 ， 必 要 和 充分 条 件 是 ， 
bs tCe—=0 T=1, 2, 0,% (1.7.13) 
k= 1 


电 《1.7.10 ) ,方程 组 (1.7.13) 一 定 存在 一 组 非 零 解 C1，、 
Ca,…,C。 这 就 证 明了 ul ,ws,… ,ws 是 线性 相关 的 .因此 由 它 
所 生成 的 空间 ”的 维 数 一 定 小 于 *。 由 于 * 是 下 ,的 不 变 子 空间 ， 
而 民 , 又 是 不 可 再 分 。 因 此 r 只 能 是 零 撩 量 ， 所 以 了 只 能 是 零 抢 
涟 。 
(c)n<m， 显然 所 有 满足 条 件 

. Tv=0 (1.7.14) 
芍 秋 量 v 形成 空间 有 RR, 中 的 一 个 不 变 子 空间 r”。 因 为 

TBw= A:Tv=0 f=1,2,,lV 


(1.7.15) 
显然 空间 r’ 不仅 含有 零 矢 量 ， 设 
v= 人 Ce (1.7.16) 


A=1 


得 条 件 (1.7.14)， 
。 16 。 


一 工 Cs 垃 eT'is= 工 2 (TuCser ) =0 
1 1i=1 【一 1 一 1 


可 得 三 .TuC=。 ({=1,2,.%,7)(1.7.17) 


由 于 变数 Cs 的 数目 大 于 方程 的 数目 ， 所 以 一 定 有 一 个 非 零 
解 。 叫 然 是 及 ,的 一 个 不 变 子 空间 ,是 不 可 约 的 ， 而 r’ 又 
不 等 同 于 零 和 撩 量 。 可 见 ,r' 一 定 等 同 于 整个 空间 R。 因 此 
作用 在 空间 RR。 中 所 有 的 矢量 上 都 得 到 零 和 撩 量 ， 可 见 T 一 定 是 

定理 1.7.4 设 G 是 一 个 有 限 群 ， 有 元 素 @; 、@s、…、an。 
设 刀 ,是 一 个 n 维 的 不 可 约 么 正 表 示 ， 相 应 的 矩阵 L@ 4、 


4wm。 A 站 的 矩阵 元 是 
a 一 1，2 (1.7.18) 
1 1 
则 元 ,二 人 GO = Op (1.7.19) 


证 ， 令 B 是 任 一 n 维 的 矩阵 。 可 以 证 明 矩 阵 
P=l EAVBAM! (1.7.20) 
和 所 有 的 矩阵 4 可 以 相互 对 易 。 


4oP= LEAM(AWB( A® =) 
Ne 


=tEAWAYB ( Am)T1(AY) -1A) 


一 方 六 ( APATHY BC AYADN)-1I A 


如 一 1 


当 /站 这 所 有 的 群 元 素 , 4A 显然 也 跑 遍 表示 DD, 中 所 有 
的 矩阵 。 因 此 有 
dmP=P4o 广 王 1 2 V 


~ (1.7.21) 
据 定理 1.7.2， 可 知 P 一 定 是 单位 矩阵 的 倍数 ， 妈 


N 
六 AVBCAP)IEAB) :1 (1,7.22) 
p=1 


其 中 数 4 当然 依赖 于 矩阵 8 的 具体 形式 。 由 表示 的 么 正 性 ， 
把 上 式 写 作 


N 
1 EE ANPCADNI=A(B)':L1 (1.7.23) 
N ci ， 
写成 矩阵 元 形式 ， 即 

1 放 2 CH) (四 从 

TV 2 号 ,5 Bia 者 一 入 (B)Ow 《1.7.24) 


为 了 求 出 X(B)，, 令 《1.7,24 ) 式 中 b= 1 并 对 i 求 和 ,可 得 


N an n 
nA(B)=N 过， EOP Bua") 
_ 1 部 之 (TawaDs, )B 
Ni Ti 和 1 


N n 
Ny > 二 Bjd = 二 Bi (1.7.25) 


令 Bir= 060,010 


那 末 n+ A(B)=E dodo=Bo (1.7.26) 
由 (1.7.24) 


N N 
1 Bb 1) 内 1 H 下 
NE dd ease 


= dd 本 (1,7.27) 


定理 1.7.5 设 G 是 一 个 有 限 群 ， 有 元 素 a1 ,a,,…,an， 
设 D, 和 D， 是 二 个 不 等 价 不 可 约 和 久 正 表示 ， 表示 妃 , 是 ” 维 
的 ， 矩阵 是 4 中 ,4 中 ，,…,， A 402 的 撼 阵 宛 是 
a i, heat,2, Nn, MU=1, 9.00,N (1.7.28) 
表示 D. 是 m 维 的 ,矩阵 是 C 史 ,CD ,Con ， CW 的 矩阵 元 
是 
Ch jj, [=1, 2,,m (1.7.29) 


则 有 广 z CD ta 一 0 (1.7.30) 
证 : 令 刀 是 一 个 2 行 mm 列 矩阵 ， 那 末 

P= AVB (Co ) (1.7.31 ) 

满足 AVP=PC™ v=1, 2,",N(1.7.32) 


因为 AmP= 玉 克 AVAW BC )! 
t=1 


上 A 4) (WY-1 CO -rr 
号 AWAMB(CH)-(CH) 1(C™) 


ee。 9 e 


mee ume ei va 
em 


= EA"AMB(CCHCH) CH =P" (1.7.33) 
p= 


据 定 理 1.7.3， 了 一 定 是 一 个 零 算 隆 。 因 此 有 


Pag 


N 
访 二 AWB(C CH =O0 (1.7.34 ) 
上 式 可 以 写成 
2 Qu ‘IB’ Cr’ 0 一 0 (1.7.35) 
设 Bi) bendy 7 | (1.7.36) 
N 
那 末 就 有 广 忆 ， Qi C1 0 即 证 。 


我 们 可 以 将 an? (w=1,2,",N) (1.7.37) 
看 作 一 个 N 维 空间 中 的 矢量 的 分 量 。 由 《 1.7.19 ) 式 可 知 ， 
不 可 约 的 么 正 表示 ,给 出 了 mw 个 相互 正 交 的 矢量 。 由 于 它 
们 的 正 交 性 ,所 以 是 线性 无 关 的 .因为 在 一 个 N 维 的 空间 中 ， 
最 多 只 能 有 NN 个 线性 无 关 的 矢量 ,以 后 将 证 明 ， m=N。 
假使 有 4 个 不 等 价 不 可 约 表 示 D,s《 p=1,2,…, ) ,它们 


总 共 给 出 号,m, 个 相互 正 交 的 矢量 。 以 后 将 证 明 ， 


志 fn2,=N (1.7.38) 


由 此 可 得 ， 
定理 (1.7.6 )【《 完备 性 定理 ) 任 一 入 维 空间 中 的 矢量 
可 以 由 所 有 的 不 等 价 不 可 约 表示 的 年 阵 元 


”20。， 


Tp) p=1,2,8,.",9, QPB=1,2,° ,ns(1.7.39) 
所 构成 的 N 个 X 维 矢量 的 到 加 来 表示 。 换 言 之 ,对立 维 空间 
中 的 任 一 矢量 X， 有 


多 
a p 
Xx ,Ta ,Ty ) = 到 CH pT Hp 


p=!1 ap=1 


(1.7.40) 
其 中 Ce 是 常数 因子 。 
定义 : 设 D(9) 是 群 G 的 表示 和 矩阵 , 其 中 g€ C ， 则 


x(g)=T.D(g) =FD,.(9) 中 作 表 示 的 特征 标 。 


定理 1.7.7 设 有 限 群 G6 有 元 素 01,0,,…,an, 它 有 二 个 " 维 
的 不 等 价 不 可 约 表示 口中 和 DD 中 , 则 它们 的 特征 标 相互 正 交 。 


1™ ， 
NE XE (y= do (1.7.41 ) 
证 ， 由 定理 (1.7.4) 和 (1.7.5) 有 
Law, Caml = Ldadid 
Nez [| :i De. 1 i pe 
今 i 二 1、k 二 ， 并 对 i、k 求 和 得 


nN 上 用 、 
这 TE a (nar) 
tel i=l k=l 


= 上 Bund adp 


9 一 了 各 


| 
gi0 (A) oa (4) = didpe 
=1 i"l h=l ni=l1 


2[ * 


1 国 
-一 Sn 《9) @ (Pp) — 
N fl X Cop) X (ap do4 


知道 了 某 一 个 表示 的 特征 标 Xtcew, 那 末 由 (1.7.41 ) 式 
就 可 以 判断 表示 是 否 是 可 约 的 。 设 同时 知道 各 个 不 可 约 表 
示 的 特征 标 Xx 公 ,， 那 末 用 (1.7.41) 式 也 可 求 得 某 一 表示 中 含 


有 各 种 不 可 约 表示 的 次 数 , 设 某 一 表示 含有 不 可 约 表 示 品 呈 ， 
m, 次 。 有 


Xp XD 


Xs= 宇 my XP 
由 (1.7.41 ) 式 , 得 
广 XP fm, (1.7.42) 
由 上 式 可 得 结论 : 假使 二 个 表示 的 特征 标 相同 ， 那 末 它 们 一 
定 是 等 价 的 。 由 (1.7.41 ) 式 ， 又 可 得 
(1.7.43) 


a 
ly x$X,=Em 
Hel P 


N 
此 式 是 判断 某 一 个 表示 是 否 是 可 约 的 一 个 工具 。 具 体 来 说 ， 


当 三 ms 二 1， 则 此 表示 是 不 可 约 的 。 当 ma 之 1， 则 此 夫 


示 是 可 约 的 。 
设 c 和 a 是 相互 共 罗 的 二 个 元 素 ， 即 c=bab”™! 


风 相 应 的 表示 之 间 应 存在 关系 DD,==D;D。D,!， 堆 
Tr(D,) 一 Tr(D,D,.D.-!) =Tr (万 站) 一 TrD, 


。22 。 


这 意味 着 任 一 表示 中 ,同一 类 中 的 元 素 的 特征 标 是 相等 的 。 也 
可 以 说 ， 特 征 标 是 类 的 范 数 。 可 证 所 有 类 的 函数 都 可 展开 为 
不 可 约 表示 的 特征 标的 全 加 。 

设 矢量 y= { y,}) 是 类 的 函数 。 即 当 a 二 apa,40。! ， 有 
Y= Ye 


则 yn 一 忆 Cxa® (1.7.44) 
人 
证 : 由 (1.7.40 ) 式 ， 


1 1 ) Tp) 
7 ,一 2 二 ~ C 多 了 (ay) 


nn np 
q p 
Y= E CW TY(er0,0,7') 
=1 a=] p= 
gq Np fiyp ) nn 本 本 
一 2 二 > Cg 2 T's (a,)T $3(0,) 
p=1 2=l B=1 Y=1 


a ny 
下 三 co 


1 aBiyvrG=} 


XT "(ao) 


pal aiy=1 


x 二 O280 ,3= 并 到 并 C 多 了 多 (a,) 
Dp 


ny 


令 一 二 Co 一 Co， 所 以 yn 一 多 一 于 C, xX 
al No af p=1 
上 面 推 导 中 用 了 定理 《1.7.4). 

设 群 元 素 可 以 分 成 5s 类， 那 末 y 作 为 类 的 函数 ， 上 只 有 s 个 
线性 无 关 的 分 量 。 因 此 这 些 矢 量 构 成 一 个 s 维 子 空间 。 x 信 
(p=1,2,…,9 ) 是 相应 于 子 空间 中 4 个 线性 无 关 的 矢量 ,由 


* 2023， 


pO ee EE rT ee 


十 子 空间 内 的 所 有 矢量 y 都 能 表 为 Xx 中 的 个 加 ,必须 有 4=s 。 
国 此 得 到 如 下 定理 。 

定理 1.7.8 一 个 群 的 不 等 价 、 不 可 约 表示 的 个 数 等 
共 轿 元 素 类 的 个 数 。 

令 Q1，a,,… ,4m 是 m 个 不 相互 共 饭 的 元 素 。 设 和 a, 相 瑟 
共 施 的 元 素 包 括 @, 自 己 在 内 ,一 共有 P, 个 。 引 进 符号 


Fo 一 局 (1.7.45 | 
其 中 六 是 群 的 阶 。 则 (1.7.41 ) 式 就 可 以 写成 ， 
ff 0*f (= 8 (1.7.46 
v=l 
也 可 以 写成 
jo YA . x 0 一 5 
Xe XV Op (1.7.47 
a=1 ~ Pr 


设 G 是 一 个 N 阶 的 有 限 群 ， 有 元 素 41,9s、0s、***、an。 设 * 
(zizi sz ) 是 一 个 入 维 空间 Rw 中 任 一 矢量 ,引进 表 式 


NV 
X= Fr,a, (1.7.48 
p=l 
nv Nn 
定义 a,X= HX,0 ,一 三 YQ, (1.7.49 ¥ 
Hal b= 
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re mm Femme nn 


玉 当 x, 牙 遍 所 有 的 群 元 素 ， 那 末 a,a 也 跑 遍 所 有 的 群 元 素 。 
可 把 矢量 了 《yys ,yw ) 当 作 矢量 X 的 一 个 映 象 。 可 写成 
y= APX (C1.7.50) 

A 中 表示 产生 这 个 映 象 的 数学 变换 。 因 为 

40(CXG) 十 XG2) ) 一 4COXGD 十 42X0C2 
所 以 变换 4 是 线性 的 ,可 以 证 明 ,假使 有 av 一 ao (1.7.51) 
那 末 相应 地 有 40400 一 4 (1.7.52 ) 
因此 变换 4 是 群 O 的 一 个 入 维 表示 ， 叫 作 正则 表示 ，。 

由 定义 ， 正 则 表示 的 特征 标 除 Xx(e) 二 N《e 是 群 的 单位 
元 素 ) 外 其 它 改 元 素 的 特征 标 均 为 0。 

设 = mx 
由 (1.7,42) 式 m= ,Xu XE 


因 x(e) 二 入 和 xX(0;)=0 (a;Te) ， 得 


mo 一 性 OD* ze 一 下 9 一 
(1.7.53 ) 
出 上 式 看 出 ， 正 则 表示 内 ， 一 个 不 可 约 表示 出 现 的 次 数 等 于 
它 的 维 数 。 因 此 得 到 结论 是 ， 正则 表示 包含 所 有 的 不 等 价 不 
可 约 表示 。 

正则 g0 


由 Ka 一 2 17, Xa 
p= 


qo go 

取 k=e, 则 得 到 N= 于 Mm XX 光志 mn 于 
p™ p” 

(1.7.54) 
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其 中 用 了 (1.7.53 ) 式 。(1.7.54 ) 式 就 是 (1.7.38 ) 式 ， 
或 下 面 的 定理 。 

定理 1.7.9( 勃 恩 密 特定 理 ) 所 有 的 不 等 价 不 可 约 表 
示 的 维 数 平方 和 等 于 群 的 阶 。 


$8 ”矩阵 的 直 积 
为 了 以 后 讨论 方便 ， 现 在 介绍 关于 矩阵 的 直 积 定义 及 其 
性 质 。 
设 有 # 维 矩阵 4 和 9 维和 矩阵 355 ， 相 应 的 矩阵 元 是 0;; 和 和 
ou 。 我 们 称 和 矩阵 C 是 4 和 有 的 直 积 ， 记 作 ， 
C= 二 A4@B 或 5Q4 


{a11B, aiB,* ,01B 
C= A@®B= :0.1B, QB,*" ,09aB 


QI 用 ， Gu 了 ， “" ,0 


biA, bi1sA ,bn 
ce 
bw ,*"* ,bs A 

下 面 不 作证 明 ， 和 矩阵 的 直 积 的 主要 性 质 列举 如 下 。 

1.( A®B) (CBD)= (AC)B(BD) ,A、 CR, 
维和 矩阵 ，B、D 是 m 维 矩阵 。 

2, Tr( A6B)=TrATrB 

3. (A®BB) BC=4Q@C 申 35@C 

4. (4@ 有 TD) 一 4TQBT 

5, (A®B)1=At®Bt 


注 : 4.5 不 一 定 是 方 阵 。 
»。 96 。 


定理 1.8.1 设 DD 和 DD, 分 别 是 群 G 的 x 和 mr 维 的 二 个 衣 
示 ， 则 D=D,@8D; 也 是 群 G 的 nxm 维 的 表示 ( 留 作 习题 ) ， 
当然 D= D,@@D1 也 是 群 G 的 一 个 表示 ,因为 Tr (A488 ) 一 
Tr (84 ) ,所 以 D,@D, 和 D,@BD， 这 两 玫 示 是 等 价 的 。 
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第 二 章 李 群 


迄今 为 止 ， 我 们 讨论 了 群 论 的 一 般 概念 和 有 限 群 的 一 些 
性 质 ， 物 理学 中 常 遇 到 的 群 多 是 由 不 可 数 的 无 穷 多 元 素 组 成 
的 连续 群 ， 特 别 是 其 中 的 李 群 。 


$1 李 群 的 定义 

若 变 换 群 GO 的 每 个 群 元 由 Pp 个 独立 无关 的 实 参量 表 征 ， 
即 

z ,=f,(x, To Ts 3 Cl as , 0p) 

(2.1.1) 
或 简写 为 xz = (x, ce) a@= fa aa } 
则 此 变换 群 称 为 2 个 参量 的 变换 群 。 

当 函 数 / 是 x 和 a 的 C” 阶 连 续 通 数 时 ， 则 称 上 述 变换 是 
连续 变换 群 。 因 此 ， 群 条 件 加 上 和 连续 性 条 件 即 定义 了 连续 
群 。 它 满足 以 下 条 件 。 

(1) 车 x’==f (x， &) X= {Ti, Ta, ,Te,} 


Q= { ai， Qs 0} xz 一 (x’, B) 
则 x’=f [f(x,a);B)=I1[x;p (4, B=/ (x, Yy) 
《2.1.2 ) 
好 7=VB(a, B)，PEfci ca ar)} (2.1.3) 
9 应 是 一 个 实 变 丽 数 ， 它 决定 了 群 的 运算 
Cl) f(x, wo) =x wo€E {Qi1, cas，…，ay} 
(2.1.4) 
23 。 


J (xao ) 是 单位 群 元 。 
(Hl) vy (ea, ol)=a=9 (oa!, a) 


oi€E {Ql, Qe ,Qs} (2.1.5) 
(IV ) 满足 结合 律 ， 9 [a, 8 (8,7)]=p[9 (0a,8B),Y) 
(2.1.5) 


(1)Y 二 9 (a，B ) 是 4，B 的 C" 阶 连续 函数 。 

(2)w 是 ge 的 C" 阶 连续 函数 ， 
则 称 此 连续 群 是 p 阶 李 群 。 

例 1 伸缩 变换 群 zx/=ar(ax0) 

单位 元 素 是 ceo= 王 1， 逆 元 素 是 c 一 La ,相应 的 群 运算 
Y 二 % (6，a ) 是 数 的 习 法 pc .。 这 是 一 个 一 阶 阿 贝尔 李 群 。 

测 2 平移 群 Z/ 一 2 十 Ca 

单位 元 素 是 co 一 0， 逆 元 素 是 x-!: 一 一 zx, 相 应 的 群 运算 
?一 2(C&， 有 ) 是 数 的 加 法 4 十 86。 这 也 是 一 个 一 阶 阿 贝 尔 李 : 
群 。 

例 5 一 般 二 维 实 线性 变换 群 GL (2, ) 、 

一 -4x 


群 元 是 C1 ZX。 ) 
A= (0 C4 | det AX0 


单位 元 素 是 。 4, 一 J 一， 0】 。 过 元 素 是 个， 


群 的 运算 是 矩阵 乘法 C= 4 :也 .这 是 四 阶 非 阿 贝尔 李 
群 


例 4 ”特殊 线性 群 SL (2,R)，, 它 是 由 一 般 二 维 实 线 性 


。 2 。 


wa 一 一 
orm etme Ee 


变换 群 GL (2,R ) 加 上 det4= 1 的 么 模 条 件 所 构成 的 群 。 

例 5 + 维 复 么 正 变换 群 U(n,，c)， 它 是 由 满足 么 正 条 件 
LU 一 1 所 有 的 矩阵 集合 所 构成 的 群 ， 这 是 一 个 含 既 个 独立 
参量 的 非 阿 贝 尔 李 群 。 

例 6 ”转动 群 R(n), 它 是 由 满足 44=1 的 所 有 的 短 降 的 
集合 所 构成 的 群 ， 这 是 一 个 售 n(n 一 1) 2 个 独立 参量 的 非 阿 
贝尔 李 群 。 

例 7 么 正 么 模 群 SU (n,c), 它 是 由 满足 么 正 条 件 UTU 
二 1 和 么 模 条 件 detU 一 ! 的 所 有 的 * 维 复 和 矩阵 的 集合 所 构成 的 
群 ， 显 然 它 的 独立 参量 是 好 一 1 个 。 

例 8” 洛 仑 兹 群 是 一 个 复 4 维 正 交 群 ， 它 是 一 个 6 阶 李 群 . 

连通 群 ， 任 取 连 续 群 的 一 个 元 素 9(c)， 若 令 c 连 续 变化 
至 cs， 则 9g(c) 经 过 群 元 素 连 续 变化 至 单位 元 素 e(ace) ， 那 末 
就 说 这 个 连续 群 是 连通 的 。 可 见 连 通 群 中 任 二 元 素 均 可 通过 
参量 的 连续 变化 而 重合 。 正 交 群 0(3) 不 是 连通 群 , 但 旋转 群 
R(3) 却 是 连通 群 。 

紧 致 群 ， 若 群 元 素 的 任 一 无 穷 序 列 的 极限 元 素 也 是 群 元 
素 ， 则 此 群 是 紧 致 的 。 关 于 “ 紧 致 ”这 里 仅 给 出 定义 ， 不 作 
详细 讨论 。 它 涉及 到 一 个 群 的 整体 性 质 ， 在 一 定 意义 上 说 ， 
一 个 紧 致 群 的 参数 空间 的 体积 元 是 有 限 的 闭 集 三 维 正 交 嫩 
和 旋转 群 是 紧 致 群 。 洛 仑 效 群 不 是 紧 致 群 。 


$2 无 穷 小 变换 或 生成 元 


有 限 变 换 是 由 许 许多 多 的 无 穷 小 变换 累加 的 结果 。 苏 福 
斯 李 的 连续 群 理论 的 基本 思想 是 通过 无 穷 小 变换 去 研究 整 
个 群 的 性 质 。 
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设 连 续 群 的 某 个 线性 表示 为 


zx’,=f,(x, @) (2.2.1) 
或 [x)= D(a) (zr,) (2.2.°) 
设 ”ca 一 0 相应 于 恒 等 变换 ， 则 有 
f, (x, 0)=x, (2.2.3) 
D(a=0)=J (2.2.4) 
因此 无 穷 小 变换 是 
r,tdr=f, (x, a) (2.2.5) 
或 [x; 二 (2.2.6) . 
显然 dz, 一 xe) pas x): bas 
2.2.7 
os) = fC) 1 一 1 ,2 a ) 
Ch eo R12, 
共有 nnXr 个 线性 无 关 的 4， 
写 Sg 式 
加 [dx;]= = soz,] (2.2.8) 
式 中 
2 .= (2.2.9) 


不 含 参 量 ， 是 一 个 仅 由 群 才 示 所 决定 的 数量 矩阵 。 这 就 是 无 
穷 小 变换 算 符 ( 或 称 群 的 生成 元 ) 的 矩阵 形式 ，。 

设 某 一 个 函数 p(x) ， 当 x 作 一 无 穷 小 变换 ， 函 数 y(x) 的 
-相应 变换 为 


dy (x) = dr,= EO) wi (x) Ba 


"3! 。 


=Baun (x) oo Jy(x) 
所 这 dy(x)=daT d(x) 
式 中 Taun(x) 2 (2.2.10) 
Ep 


叫 作 群 的 无 穷 小 变换 算 答 或 群 的 生成 元 的 微分 形式 。 这 是 一 
个 由 群 性 质 所 决定 的 算 符 ,共有 r 个 线性 无 关 的 无 穷 小 变换 算 
符 或 群 的 生成 元 。 

显然 连续 变换 群 42.2.2 ) 的 矩阵 的 无 穷 小 表示 十 


D=I+dols (2.2.11 ) 
其 中 7 就 是 (2.2.9 ) 式 。 
由 群 运算 得 
DD,=(1+da7,) (1+doTs)=1+d0T:+ 
Saslei daidaslils (2.2.12 ) 


所 以 D,.D,— DD,=da,das(Tile—TH,) 
可 见 忽 略 二 阶 无 穷 小 量 时 ， 无 穷 小 变换 群 都 是 可 对 易 的 。 因 - 
此 群 是 否 是 阿 贝尔 群 只 能 根据 二 阶 无 穷 小 量 才能 判定 。 对 于 
阿 员 尔 群 ， 它 的 全 部 生成 元 都 是 可 对 易 的 ， 

例 1 GL(2,R) 群 

TI/ 一 al171 十 Carzs 或 | 17 1 aa “ 】 ( 2 ) 


1 < 
T2 “一 asXl 十 4Z4 WM \ Qs CQ4 7 


由 《2.3.7) 和 《2.2.9) 式 可 得 无 穷 小 变换 算 符 ， 


2 3 
7 一 2 一 7 一 Ta 一 一 ，73 一 zs 
32Zi ax: 


a 2 
， 7 一 74 
dX8 327 
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1 0 :01 .0 . 

‘00 ln 00 ,l= | 0 14= 01 
U (nn) 群 和 SU (n) 群 是 量子 论 中 的 对 称 变换 群 。 可 以 证 
明 ， 每 个 这 样 的 群 必 对 应 一 个 守 往 量 ( 量 子 数 ) 。 

如 前 所 述 ,Un) 群 各 SU (n) 群 的 区 别 在 于 前 者 的 矩阵 行 
列 式 是 e”, 后 者 的 算 阵 行列 式 是 1,. 因 此 SU(n) 群 是 把 0 (mn) 群 
中 的 所 有 相 变 换 U=e™.1 去 掉 后 的 一 个 子 群 [LE] .$2.1 节 曾 讲 
到 Un) 群 和 SU (n) 群 的 阶 分 别 是 wr 和 (mw* 一 1)。 因 此 相应 地 
U(n) 群 和 SU (mn) 群 的 线性 无 关 的 生成 元 的 个 数 分 别 是 天 个 
各 一 1 个 

例 2 U(rn) 群 的 无 穷 小 变换 是 ， 

U=1+ dols=1+ida, Hy,=e's nt 

其 中 及 ,三 一 i (或 1 二 iH)。 以 到 代替 关 是 因为 如: 是 一 
个 厄 米 算 符 。 量 子 力学 中 ， 厄 米 算 符 的 本 征 值 全 是 实数 ， 一 
切 可 测量 的 物理 量 只 能 用 厄 米 算 符 来 表示 。 按 诺 特定 理 ， 一 
力学 系统 车 把 U (%) (或 SU (mn)) 群 作为 对 称 变换 群 ， 则 必 存 在 
一 相应 的 守恒 量 ， 此 量 就 是 上 述 厄 米 算 符 的 本 征 值 。 

由 品 的 么 正 性 得 

UtUml=(1 -io Ht) (tidad) =1+ido, (H+ 
—H)+O(Sa’) 
所 以 Hi+=H 
厄 米 算 符 互 的 矩阵 囊 示 为 


Hr=—i?d tc) 
DCA 


了 1 = 


证 了 一 证 ak， 从 T(o) 群 中 单纯 去 掉 相 变换 质 的 集合 
并 不 构成 群 。 要 构成 一 个 群 尚 须 去 挤 由 相 变 换 生成 元 和 非 相 变 换 生 成 
元 一 起 所 生成 的 变换 ， 这 正 是 SU (9) 群 。 
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由 这 样 得 到 的 既 个 玉 * 中 ， 去 掉 相 当 于 无 穷 小 相 变换 的 娓 ,一 
TXconst， 就 可 得 到 SU(n) 群 的 0 一 1) 个 厄 米 矩阵 。 
以 0 (2) 群 和 SU (2) 群 为 例 . 

XI ‘a bv/r, _ 

Ee 

a b _ 1 /a —b 
v=(. ij Un 从 ) 

其 中 人 三 ad bec= +e’ 
由 么 正 性 条 件 U*=U-! 可 得 a*=d/ 人 入 ,c*= 一 了 /A 人， 
b* 二 一 CcC/ 人 入 ， d* 一 G/ 人 或 c 一 一 人 p* 一 eb* » d= 人 a* = 


+e'a*. 
T= a b 
Terb* teila* 


由 (2.2.9) 式 可 得 U (2) 群 的 4 个 无 穷 小 变换 算 符 ( 生成 元 》 


n=l0 0 ) n=() -ie 
2 !) Li= ( iow 0 ) 
加 上 么 模 条 件 | 人 入 | =1. 就 得 到 
nhl) n=(o 1) 
:= (0 ) 人 ) ) 
由 人 ,二 一 i，. 可 得 
Ho) Hl 1) 


a 


去 掉 与 相 变换 相应 的 无 穷 小 变换 算 符 六 或 五 :， 可 以 得 到 
SU(2) 群 的 3 个 无 穷 小 变换 算 符 ,它们 就 是 著名 的 泡 利 矩阵 ， 

ol 0) on oo -| 
出 此 看 出 ，U(2) 群 的 4 个 无 穷 小 变换 算 符 的 迹 Tr 万 CR 一 1， 
2,3,4 ) 不 一 定 全 为 0。SU(2) 群 的 3 个 无穷 小 变换 算 符 的 
迹 Tro,(i=1,2 ,3) 全 为 0， 

一 般 可 证 . 李 群 的 表示 的 么 模 条 件 等 价 于 无 穷 小 变换 算 
符 ( 和 矩阵) 的 迹 是 0， 

证 ， DD=1 十 2 J。， 所 以 detD 之 1 十 (2) (对 i 求 
和 )。 

因 (ss (所 以 det 刀 ss IT +e (Ti 
出 么 模 条 件 ”detD=1， 可 得 8 (7 一 0。 
由 sz 的 任意 性 有 (Ca)o 一 TI 一 0( 对 任 一 “) ， 
岩 于 逆 论 证 也 成 立 ， 故 二 者 等 价 ， 

以 RR(m) 群 为 例 。R(n) 是 U (nm) 的 特例 。 设 无 穷 小 变 换 天 
=1 二 e, 要 满足 足 . R=1, 所 以 名 . R=(14+8). (1+#) 
~1-tete, 
了 分 量 得 ” euw= 一 ev 
因此 无 穷 小 变换 矩阵 是 一 个 4 维 反 对 称 矩 阵 。 含 有 n(n 一 1)/2 
个 参量 。 

以 三 维 转动 群 为 例 ， 它 含有 3 个 独立 参量 ，2 可 写 咸 ， 


0 » 一 有 
s 一 ( 一 y 0 a | 
pp 一 a 0 
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dy 一 一 ?Z 十 0 十 Cz 
dz 一 pz 一 xy 十 0 
三 维 转动 群 的 生成 元 是 
U,s=3f;/30, | sz0 
usl=—y, Ua=7, Uss=0; Hr=2, Uss =0, 


tas 二 一 Zi Wi=0, His= 一 2，tUis== 十 》。 


所 以 Ta=us 
3T 


当 力学 系统 把 三 维 转动 群 R(3) 作为 对 称 变换 群 时 ， fH 
刀 。、 如 。 即 是 守恒 的 角 动 量 算 符 ,通常 以 / :、Va，y :表示 之 。 
洛 仑 效 群 可 看 作 闵 可 夫 斯 基 时 空 (z，za，za，ze(i) 

内 的 正 交 变换 。 有 六 个 独立 参量 。 因 此 
:0 7 -php 238 
E 一 : VY 0 CQ it 

pb 一 CQ 0 ip 

"iS —it ~ip 0 
则 无 穷 小 变换 

dri=0+ yr — Pirstidr 

dz 一 一 ?2 十 0 十 azs 十 1T24 

dz 一 bz 一 az 十 0 十 pz 


dx,=—idr—itr—iprs 0 


生成 元 是 
Ui=0, tig= Ta, His= Ts, Ui 1 ,Wis—=0, tHe= 0, 
lyr, Ugg—=0, Uys—= ~— Ti, Us 0, Has— 1ll, He 0, 


Ua XT Usg—=T1,Usgs—= 0, Us 0,Uss—=0, eg 二 iT,, 


Ui=0, Us=0, Ws 0, UiT ,Ws IT ,Me™ IX, 
TY 2 2 2 
所 忆 六 一 Za- 一 忆 2 一 :一 一 了 一 Zi 一 一 必 a -一 一 
之 了 之 3 Ta 31 
Ts:xy Xi 
Eq 322， 


了 -下 (一 站 2 十 zi 2 一 iD 2 
4 ( 1 ax. 4 Bax) ( 4 | 


2X 


Temi(— rr ir 2 一 rr， 2 
5 一 认 一 7 te -7 ( +13, 2371) 


ra OE TO ooopnte oo 


Te=i(—xa— 十 zi -2 =i rx) 
BA axs 2Trs ar, 
相应 的 矩阵 形式 ， 
“0 0 0 0 0 0 一 1 0 
_1i0 0 1 0 _ 0 0 0 0 
Jo 1 0 0 l=| 10 00 
\0o 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 0 0 0 0 i 
J = 一 1 000 7 一 0 0 0 0 
3 0 0 0 0 “| 0 0 0 0 
0 0 0 0 一 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 | 
_ 10 0 0 i 加 0 0 0 0 
1s=| 0 0 0 0 | 0 0 | 
0 —i 0 0 0 0 一 0 
83 结构 常数 


由 (2.2.5) 式 知 无 穷 小 变换 是 ， 
2 十 dz, 一 六 (zx， Se) 
一 定 可 以 找到 一 非 恒 等 变换 。 

令 mi 一 (xz al (2.3.1) 
由 图 1 知 zi 十 dz, 一 上 (xc 十 da) 
. (2.3.2) 

由 (2.3.1)、(2.,2.5) 式 及 群 运 算 的 要 冰 ， 得 ， 

zitdri=fi(x, da)=filf x0,0), da]=fi[xo, 9 (a,d0)] 

一 六 (xz ac 十 da). 
可 见 w 十 da 一 p(a,5a)。 一 般 来 说 ，da 一 5a ,5a 实际 上 相当 
于 BpB. 
9 (ec,5a) 在 ga 附近 作 泰 勒 展开 得 ， 
。 38 。 


9 06%) = 9 (a,0) + PE -bai 二 入 


一 a0(a,B) 
一 “十 一 350 人 一 dot 
所 以 da 一 -全 Bo pala) do (2.3.3) 
8 B=0 
其 中 ui= 0,B) 8 一 4 
LA t ap, = 
由 (2.3.3) 可 得 
das= Md a (2.3.4) 
其 中 Mss Hp1= Oi (2.3.5) 
由 (2.2.7) 科 (2.3.5) 式 ， 可 得 
ui) Mla) (2.3.6) 
(2.3.6) 一 阶 微分 方程 组 的 可 积 条 件 是 ， 
32221 27， 
3Q,20, 20320, 


2 3 
Za, (WigAge) 3a Ais)=0 


OUin 
《去 


y 


+ 2 和 iu aMij h 2 和 ip 
UU. i , A == 
Mt uss aa， ) 一 人 Ey Nt ze ) 0 


上 式 前 二 因子 对 k 求 和 ,后 二 因子 对 /7 求 和 ,所 以 可 将 /和 一 
指标 含 并 为 对 一 指标 & 求 和 ， 可 得 ， 
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wis (aN 一 2 和 4y 十 X42 全 一 An, 一 0 (2.3.,7) 
ga 20g 3aC， 304 


了 


由 (2.3.6) 式 知道 a 的 变化 会 引起 x 的 变化 ， 因 此 使 (7) 产 
生 相 应 的 变化 。 


au; dU i 2X, au; 
二 一 中 一 一 这 Uys 
DC， Di DCX， 2 
代入 ‘2.3.7) 可 得 ; 
Nan DNR QUip BU ik 
Wis (Ne 2 和 ss ) Ag hy A 38 才 
让 30, 32 ) Ru jyiyy 37, vp i 27} 


= 一) 二 (一 oh 一 
上 上 式 乘 以 有 nriivos 并 注意 到 MLnr 二 34: 得 : 


Ui pi 2X +2% 
一 二 一 全 一 全 一 (一 + 人 Qs harhsot 读 


， 2 了 Di 
i Creu, 2.3.8 
Vio 37 Wj 23x, or 外 s(7) ( ) 
式 中 
C= (Mss — ie voline (2.3.9) 
aCu aa 


称 作 群 的 结构 常 数 。 它 仅 与 群 本 身 结构 有 关 ， 而 与 表示 无 
关 。 
外 二 =H, - 2 


及 [fo,Tr=71.—1!e 
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9 9 
Usd 3 ue Ee ) ue (uo 0) 
了 i Jo 一 一 一 
i 271i 
2 
= 2 io 2 一 
322j 37i 27X97 arx; 3271 
22 ui tjo 3 
一 中; io ( jo 一 一 2 fr 一 
ER ax; 237; 37 


由 (2.3.8) 式 最 后 可 得 ， 
— 9 
[7,7 .]= C oa 一 Cs, Ts (2.3.10) 


这 表明 无 穷 小 变换 算 符 所 有 对 易 关 系 可 表 为 无 穷 小 变换 算 符 
的 线性 组 合 。 


李 群 的 结构 常数 Cet 有 下 列 重要 性 质 ， 
〈U 全 部 结构 常数 峭 为 实数 ， 


(2) C 4 一 一 Ce (2.3.11) 


(3) CiCyi+t CCR+CECE, =0* (2.3.,12) 
(2) 和 (3) 请 读者 证 明 。 


可 看 出 阿 贝尔 群 的 结构 常数 全 部 是 0 。 
例 1 GL(2,&) 群 


[Ti,Ts l=7,,07;,7s]=7 ,1,7s,7)=—1s,ll,,11]=0 
[Ti ,7 l= —1s, [7 ,7 一 7。 


更 


Ciz=1, Cs=1, CH&%=—1, CR=—1, CS=—1, 
C=1, 其 它 全 为 0 。 
“4、?7 位 置 固定 ， 对 PCD、G、t 轮 换 。 


»° 4l * 


ee sw varamnrre ee 
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例 ; (3) 群 ， 
[131,71]=—1s, [ls,Tel=~—1, [Ts,71)=—1,. 


C= 一 1，C 2 二 一 1,C 2 一 一 !， 其 它 全 为 0。 
例 5 洛 仓 效 群 . 

1 一 一 人， 一 一 六 [7 一 一 
[7sl=+1s, [7s,Tol=+1, [To,7s=+1,, 
[11,7,]=0, [711,76'=~—J16, {Ti;fel=/s, 
[12,74]=76, [7s,7s)=0, [7;,1el=—1, 
[Ts,7d=—Is, [Ts,7sl=1,, [ls,16l=0. 


Ci 一 一 1 CC 一 一 1， C5 =~1, C=+1, Cs 一 


,C=+1l, C=—1, C=1, Ch=+1, C=~—1, 


Cy,=—1, Cs 一 十 1 。 


小 结 一 下 ， 我 们 从 变换 (2.2.1) 出 发 ， 得 出 (2.3.6)， 然 


后 由 (2.3.6) 的 可 积 性 得 出 (2.3.8)、(2.3.9) 和 (2.3.10) ， 
最 后 得 到 (2.3.11) 和 (2.3.12) 。S' 李 证 明 ， 如 果 有 一 组 党 
数 满足 (2.3.11) 和 (2.3.12)， 则 可 由 (2.3.8)、(2.3.9) 解 得 
u 和 N\， 最 后 出 (2.2.1) 求 得 积分 函数 ， 此 函数 构成 群 ， 这 就 
是 有 和 名 的 李 氏 三 定理 ， 我 们 不 作证 明 ， 仅 列举 于 下 ， 


定理 (2.5.1) ”如 果 存 在 x ;= 了 ;(x0) 满 足 (2.3.6)， 则 变 


换 构成 群 。 


定理 (2.5.2) 如 果 存 在 满足 (2.3.8) 的 一 些 x， 则 差 一 同 


物 可 确定 满足 (2.3.9) 的 人 (或 4) ,使 得 方程 (2.3.6) 是 可 能 的 。 


定理 (2.3.3) 对 满足 (2.3.11) 和 (2.3.12) 的 每 一 组 C， 


» 42。 


存在 一 些 满足 (2.3.8) 的 2， 


参 考 文 献 


(1 斯 米尔 诺 夫 ， 高 等 数学 教程 下 卷 1 分 册 . 
(2)JP. 计 . 废 ,《 李 群 》。 

(3) 万 哲 先 , 《 李 代 数 》。 

《4)C .Racah，《 和 群 论 和 核 谱 》。 
5) 严 志 达 : 《 半 单 李 群 、 李 代数 表示 论 》。 


Mt ~ Pepper sw ee me te 


第 三 章 李 代 数 


§1 季 代 数 定义 
设 C 是 域 开 上 的 一 个 r 维 矢量 空间 ， 任 到 二 个 矢 量 ], 了。 
€ G， 定 义 一 个 运算 一 一 对 易 子 ， 
[7 Tv]= 六 ECG 


沽 足 条 件 ， 
(Fal,st BIo) ,Tl=all,, T+ Pl, 7] (3.1.1) 
C2) [7,7]=— [1,7,] 1 (3.1.2) 
(3)07 7 T+, CT,, 7 + {i,, [7,,7])=0 

(3.1.3) 

则 说 矢量 空间 G 构 成 一 李 代 数 9。 空 间 G 内 * 个 线 人 性 无 关 的 矢 

量 构成 李 代 数 9 的 其 。 
显然 ， 由 李 群 的 无 穷 小 变换 算 符 (生成 元 ) 作 为 基 矢 所 构 

成 的 矢量 空间 是 此 李 群 的 李 代数 。 


车 域 氏 是 实数 域 ， 则 相应 的 李 代 数 是 实 的 。 若 域 居 是 复 
数 域 ， 则 相应 的 李 代 数 是 复 的 。 与 李 群 相 联系 的 李 代数 总 是 
实 的 。 

§2 若干 定义 


本 节 中 简略 叙述 有 关 同 态 、 同 构 、 理 想 、 子 代数 和 商 代 
数 的 定义 。 
设 9 和 9 是 两 个 李 代数 ， 如 果 有 一 个 从 9 到 9 "的 映射 已 洲 


e 《4。 


De ae 
er 


Te 


~ 列 条 件 : 
(1)F(al, thBIl)= aFT)+tAF() «a, BEC 


J,,J.€yg (3.2.1) 
(2)F (EI, 2 7.7-E9 (3,2.2) 
本 代数 g 和 gi 


设 9 和 和 g' 是 个 各 代数 如 黑 有 一 个 从 g 到 9g ”上 的 上 映射 三 
浇 吓 下 列 条 件 . 
(DF 是 1 一 1 映射 ， 且 
Eco 十 BT 一 ci +BF() ou,PEC 


1o,ls Eg (3.2.3) 
CIF, ,TD)=[F (7,),F(1)] PE 
(3.2.4) 


到 李 代 数 g9 和 39“ 同 构 ， 记 作 gs 9/ 

特别 地 ， 由 府 代 数 9 到 自身 上 的 同 构 ， 叫 作 自 同 构 。 显 
然 同 构 的 李 代 数 有 同一 结构 常数 。 研 究 李 代数 的 基本 问题 之 
一 就 是 要 定 出 所 有 可 能 的 互相 不 同 构 的 李 代 数 来 。 

设 有 李 代 数 g，g9! 是 9 的 子 集 g; Cg. 如果 它 满足 


[To,7o]Eg9 (对 任意 1,, 1&91) (3.2.5) 
那 末 称 9 是 李 代 数 9 的 子 代 数 。 如 果 
[7 ,71s 二 0 (对 任意 7 ,,1,€ 91) (3.2.6) 


出 称 9; 是 李 代 数 g 的 可 交换 的 子 代数 。 或 叫 阿 贝尔 子 代 数 。 
设 有 李 代 数 g 的 一 个 子 代数 已 ， 满 足 
[9,E cE. (3.2.7) 
草 李 代数 g 的 子 代 数 巨 叫 作 9 的 一 个 理想 或 也 不 变 子 代数 ， 就 
是 说 对 任意 TE€9，1.EEB 总 有 [7o,1.]EE 。 李 代数 g 的 理想 
当然 是 g 的 子 代数 .如 果 无 :和 巨 * 是 李 代数 9 的 理想 ， 则 
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EliUEs 和 Ef 也 是 李 代 数 g 的 理想 。 


例 考虑 
0 CI Qs\ 
G=| 0 0 Ca | ci ER 的 集合 
“0 0 0 
基 矢 是 
p 1 0 0 0 0 0 0 1) 
| es= 0 00| 
‘0 0 0 .0 0 0 0 0 0 


定义 [elies] 一 es [eiesj 一 0 [exes]=0 则 和 矩阵 C 的 : 
集合 构成 李 代 数 g ,结构 常数 是 C= 一 C 各 ==1， 其 它 全 部 
是 0。 不 难 验 证 D,= {aes} 

D,= {ae,+ pes} 
Ds={ae,+ Pes} 
分 别 是 李 代 数 g 的 理想 。 显 然 D,、D,、Ds 都 是 阿 贝 尔 理想 。 

设 有 李 代 数 g，AEg 满 足下 列 条 件 ， 

[4A,7,1=0 T,Eg (3.2.8) 
那 来 所 有 的 4 组 成 的 集合 C = (4)} ， 也 作 李 代数 g 的 中 心 ， 并 
且 炉 9 的 一 个 理想 。 

设 E 是 李 代数 g 的 理想 ， 针 #4 忆 ， 则 革 二 =X UI 是 对 E 理 
想 所 构成 陪 集 ， 它 是 商 空间 9g/£ 中 的 一 个 元 素 ， 满 足 

[XUE, YUE]=[X,Y]+E 《3.2.9 ) 
蔬 作 李 代数 g 对 上 的 商 代 数 。 

李 代 数 的 上 述 概念 和 李 群 中 相 类 似 的 概念 相对 应 。 例 姐 
群 的 阶 对 应 于 李 代数 的 维 数 ， 子 群 对 应 于 子 代 数 ， 不 变 子 群 : 
或 正规 子 群 对 应 于 李 代 数 中 的 理想 。 单 群 对 应 于 单 李 代数 ， 

,A6. 


半 单 群 对 应 于 半 单 李 代数 。 关 于 后 二 概念 定义 如 下 ， 

设 g 是 李 代数 ， 显 然 9 本 身 及 由 零 拓 量 构 成 的 子 代数 {0} 
是 g 的 理想 ， 如 果 李 代数 9 除了 这 两 个 理想 之 外 ， 不 再 有 其 它 
的 理想 ， 则 称 李 代数 9 是 单 李 代数 。 

如 果 李 代数 9 除了 《0 }》 以 外 ， 不 再 包含 可 交换 的 理想 子 
代数 ， 那 末 就 称 李 代 数 9 是 半 单 李 代 数 ， 

单 代数 和 半 单 代数 中 每 一 个 生成 元 和 其 它 生成 元 的 对 易 
子 都 是 非 零 的 .因此 结构 常数 给 出 了 代数 的 最 大 信息 ;我们 可 
用 这 些 信息 去 决定 这 个 代数 的 整个 结构 。 

定理 ( 3. 2. 1 ) 半音 李 代 数 一 定 是 它 所 有 的 极 小 理 
想 ( 一 定 是 单 李 代数 ， 而 且 个 数 有 限 。 ) 的 直 和 。 

李 代数 g 的 一 个 理想 7 叫 作 极 小 理想 。 如 果 它 是 李 代数 g 
的 非 零 理想 ,而 且 含 在 7 中 的 9 的 理想 只 有 7 本 身 和 { 0). 
(证 略 ) 


83 嘉 当 判 别 准则 

若 对 李 代数 的 基 矢 进行 正 交 变换 

1 一 cao。 detc 二 0 《3.3.1》 
其 中 一 [cw]。 则 采用 新 基 矢 时 的 结构 常数 是 ， 

CC 全 [T ,l=[0pl,, G6] 


A 
=QpQoll,, T=0p,00n CATs 


可 得 C's 1,= C's Qls= Coy CaC 6 
由 7 的 线性 无 关 得 . 


C’ psQ pn COC va 
两 边 乘 以 (a™! ),:， 然 后 对 k 求 和 可 得 ， 
。 47 。 


ee ee 


多 
CC p=QApQo0s COC (3.3.2 ) 


可 见 ， 在 《3.3.1 ) 变换 下 ， Ci 是 一 个 三 级 张 量 ， 其 中 
是 逆 变 指标 ， pb，o 是 协 变 指 标 。 显然 
Cw 二 Qo 
是 一 个 协 变 矢量 ， 
设 CJ 是 李 代 数 g 的 结构 常数 ， 定 义 一 对 称 张 量 
gu 一 gw 一 CC 六 (3.3.3) 


通常 称 9 是 嘉 当 - 开 林 度 规 张 量 。 
我 们 注意 到 
( 1 ) gw 是 一 个 矩阵 元 都 是 实 常 数 的 对 称 矩阵 ， 因 此 通 
过 (3.3.1) 的 正 交 变换 总 可 把 度 规 张 量化 为 实 对 角 和 矩阵 。 
《2)Cipo 一 94rC 的 指标 是 全 反对 称 的 由 (3.3.3) 式 
Cp= Ch CECh= CCC (3,3.4) 
和 (2.3,12 ) 式 
Cipo=— Ch Ch CC 一 [CC 
= C&C CAT ChCS Ce (3.3.5) 
《3.3.5) 式 右边 对 指标 的 任何 循环 置换 保持 不 变 ， 但 式 C us 
一 9uaC 届 中 ，9 ix 是 对 称 张 量 ，C 束 对 P、c 指 标 是 反对 称 
张 量 。 所 以 Cipo 对 它 的 指标 是 全 反对 称 的 ，。 
定理 (3.3.1) 地 代数 g 是 半 单 李 代 数 的 充 要 条 件 是 嘉 当 
~ 开 林 度 规 张 量 泵 退化 ， 嗓 
det | gn | 三 (3.3.6) 
证 ， 在 证 明之 前 先 给 出 二 个 结论 : 
(1) 设 李 代 数 g 有 2P 阶 子 代数 ( 子 群 》。 则 李 代 数 g 的 结 
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re ep ee roeete nnnorrerrrroor 


Ci=0 (pco<pb >b) (3.3.7》 

( 2) 设 李 代 数 g 有 p 阶 理想 ， 则 李 代 数 g 的 结构 常数 
Cam0 (<P tp) (3.3.8) 
这 里 仅 证 明 充 分 性 *， 


若 李 代数 g 有 阿 贝 尔 不 变 子 代数 或 阿 贝 尔 理 想 ， 其 元 素 
指标 以 P.0.…… 表 示 之 。 则 


m=C Ca =CiCh = CA Cii=0 


这 里 仅 用 了 (3.3.8) 式 各 C 寺 =0， 


就 是 说 行列 式 det 1gpo| 中 第 0 列 的 元 素 全 是 0, 显 然 行列 式 
值 应 为 0. 详 细 证 明 可 参阅 万 哲 先 ( 李 代 数 ) 第 61 页 。 

定理 (3.3.2) 半 单 李 代 数 ( 群 ) 是 紧 致 的 充 要 条 件 是 
度 规 张 量 和 矩阵 是 负 定 的 .或 对 任 一 矢量 o% 应 有 

gua'a"< 0 《3.3.9) 

〈 证 略 ) 。 

由 于 单 李 代数 一 定 是 半 单 的 **， 故 上 述 判 据 对 单 李 代 数 
也 是 一 个 必要 条 件 。 由 ( 3.3.6 ) 知 , 我 们 可 定义 9umg“ 一 37 
闪 此 可 用 度 规 张 量 对 指标 进行 升降 运算 。 例如， 

Choos = Cp’ ye 

7? 二 9g” 了 ,, 和 训 当 内 积 (XY) 二 Tr(ad, .ad,Y)=9,,a'p" 
一 gao0。. 其 中 X= 守 apl，， Y= EB.l v。 


。 由 非 半 单 det 1g1 = 0 得 出 det |9! 装 0 是 半 单 的 。 这 就 证 明了 定理 
(3.3.1) 的 充分 性 。 
。* 包 唯一 的 例外 是 一 维 单 李 代数 。 
四 49 . 


例 1 三 维 转动 群 R(3). 

> 9 一 CC 一 C 12 Cr+ C3 Cis=—2 

92:1 二 933 二 0, 其 它 全 为 0. 

detig,] 二 一 8， 所 以 是 负 定 的 ,因此 三 维 转动 群 是 一 个 
半 单 李 群 。 
钢 ? 洛 仑 兹 群 

91: 一 9xp 王 gas 亚 一 2,94k 一 9s5 一 906 一 十 2, 其 它 全 是 零 , 度 
规 张 量 邢 阵 是 不 定 的 ,因此 洛 仑 兹 群 是 一 个 半 单 非 紧 致 李 群 。 


84 卡 塞 米 尔 算 子 


设 9 是 半 单 李 代数 ， 基 矢 是 1。 了,、 17.……。 半 单 李 代数 
49 的 卡 塞 米 尔 算 子 是 : 
C= gl,T, (3.4.1) 


设 7.E9， 则 [C， 1,]=0, 
证 ,[C,7.]=9?[77。7]=92"7 77] 十 gr[7 7.]7。 
=g"CAT, T+g" Ca Tl =g"C allatg™" CaTl, 


= gC (Tolit1l,) (3.4.2) 
内 Cor— iy C 2 及 Co = gC,o,, 得 ， 
{C, 1]= gg™C,o(T lat 1:7,) (3.4.3 ) 


又 Co 是 反对 称 的 ， (To,l 14 十 了 灯 p) 对 P. 和 指标 是 对 称 的 ， 
C 一 9"7,7 对 p 、c 指 标 也 是 对 称 的 。 因 此 ， 

[C, 1,]=0 ”~ 

拉 卡 定义 

C=Cab, C B,C Lh ee Coal” (3.4.4) 


。 5650。 


是 广义 的 卡 塞 米 尔 算 子 。 

据 舒 尔 引 理 ， 若 玫 示 是 不 可 约 的 ， 则 (一 定 是 一 个 数量 
对 角 矩 阵 。 这 帮 明 不 可 约 表示 中 ， 卡 塞 米 尔 算 子 是 一 数值 。 
因此 它 可 以 表征 一 个 不 可 约 表示 。 

例 三 维 转 动 群 o 一 一 6, 

CC 一 一 6 一 一 [7 一 一 (人 (万 = 已 万 ， 

= ,= 7? 

后 面 将 谈 到 三 维 转动 群 的 卡 塞 米尔 算 子 就 是 总 角 动 量 算 子 。 
对 三 维 转动 群 的 每 一 个 不 可 约 表示 ， 可 由 算 符 7? 的 本 征 什 
7J(J 十 上 来 标志 某 个 量子 态 的 量子 数 。 后 面 将 证 明 用 7 值 米 标 
志 三 维 转动 群 的 某 一 不 可 约 表 示 。 用 了 和 7, 值 来 标志 某 一 不 
可 约束 示 中 的 本 征 态 。 

应 该 注意 到 ， 仅 仅 对 半 单 李 代 数 才 能 定义 卡 塞 米 尔 算 
子 。 但 这 并 不 等 于 说 对 非 半 单 李 代数 不 存在 标量 算 符 和 全 部 
无 穷 小 生成 元 都 可 对 易 。 例 三 维 运动 群 正 *( 也 叫 欧 儿 里 德 
群 ) ， 

Zi = Ap A G, Rk=1,2,3) 
它 的 生成 元 是 二 个 子 群 (一 个 是 转动 群 另 一 个 是 平移 群 ) 的 生 
成 元 的 直 和 。 即 生 成 元 、1、7:，P、P:、P。， 它们 满 
足 对 易 关 系 ; 

[7,, l= [P,Pj=0 

[PP 一 so 
可 见 P; 是 E, 的 埋 想 。 所 以 和 Es 群 相应 的 李 代 数 不 是 半 单 
李 代数 .可 验证 疡 和 已 了 二 个 标量 等 符 和 全 部 6 个 生成 元 
都 可 对 易 。 因 此 对 欧 几 里 德 群 ,的 不 可 约 表 示 可 用 它们 的 
本 征 值 来 表征 。 所 以 它们 也 叫 卡 塞 米尔 算 子 。 


* bl 。 
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85 ”地 群 和 李 代 数 


李 群 和 李 代 数 关 系 由 下 述 几 个 定理 阐明 . 这 里 仅 作 和 叙 
述 , 不 作证 明 。 

定理 5.5.1 设 G 是 一 个 李 群 ， ,是 李 群 和 的 生成 元 。 那 
末 集 合 g 一 《7 BR ) 构成 一 个 实 李 代数 。 叫 作 地 群 C 
的 李 代 数 。 反 之 ， 若 g 一 《BER)》 是 一 李 代 效 , 那 末 
有 一 个 单 连通 检 群 SG ， 它 的 李 代 数 是 g。 这 个 李 群 SG 在 同 
构 意 义 下 是 唯一 的 ， 

定理 3.5.2 设 C:.C: 是 两 个 李 群 , 李 群 C, 和 李 群 C 局 部 
同 构 ( 或 局 部 同 态 ) 的 充 要 条 件 是 李 群 G, 的 容 代 数 g, 和 李 群 
C: 的 李 代 数 9: 同 构 ( 或 同 态 ) 。 

如 果 李 群 G 的 元 素 都 可 交换 ， 就 称 李 群 G 是 阿 员 尔 的 ， 
与 此 群 相应 的 生成 元 ， 将 构成 一 个 阿 贝 尔 李 代 数 。 

如 果 李 群 G 的 生成 元 集 (7.} 可 以 分 解 成 两 个 集合 的 
和 ， 每 一 个 集合 的 对 易 子 是 封闭 的 ， 而 不 同 集合 的 元 素 之 间 
是 可 交换 的 , 那 末 与 这 两 个 子 代 数 相 联 系 的 群 于 :和 刁 ; 是 可 交 
搞 的 , 吃 们 把 群 G 称 为 互 ; 和 各 身 , 的 直 积 , 并 且 用 G 二 五 ,X 于 , 来 
表示 。 

定理 5.5.5 设 G 是 一 个 李 群 .G1、Gs 是 李 群 G 的 两 个 李 
子 群 。 又 设 李 群 和 两 个 李子 群 C、C: 的 李 代 数 分 别 是 9、 
91 各 9;。 那么 CG 是 G1!、Gs 的 直 积 李 群 的 充 要 条 件 是 李 代 数 g 
是 两 个 子 代数 g, 和 gs 的 直 和 。 


-$6 半 单 李 代 数 的 标准 形式 


设 g 是 一 李 代 数 , 基 矢 是 7 J 了 yr 了 eer 了 nee 。 有 
» 52 。 


Me Rm Det ee ee ， 


4，XEg 


其 中 4=a*T， (3.6.1) 
和 一 DT (3.6.2) 
式 中 对 指标 4 .vr 分 别 求 和 ， 


且 满 足 [4,X1=Pp 广 (3.6.3 
这 是 一 个 本 征 值 方程 。p 是 本 征 值 ， 卸 是 相应 的 本 征 矢量 。 
把 (3.6.1) 和 (3.6.2 ) 代入 可 得 ， 


arbxf7 7] 一 pbr7。 
a07C8T 一 pb7。 (3.6.4) 
因 7 ,是 线性 无 关 的 。 于 是 有 
(ax Ci,— p85)b =0 (3.6.5) 
又 因 六 "不 全 为 0， 因 此 得 久 期 方程 , 
det la* Ci,— p81 =0 (3.6.6) 


( 3.6.6 ) 方程 的 每 一 个 解 ， 叫 作 一 个 “ 根 ” ,对 于 ?r 维 (r 阶 ) 
李 代 数 ， 方程 (3.6.6 ) 有 ?个 根 ( 可 能 有 生根 ) 。 

嘉 当 指 出 ,者 选择 4， 使 得 久 期 方程 (3.6.6 ) 有 最 大 数 
目的 不 同根 。 那 么 对 于 半 单 李 代 数 9， 只 有 Pp 二 0 才 是 简 并 
的 。 换 名 话说 久 期 方程 (3.6.6) 只 有 P= 二 0 时 才 有 重 根 。 车 
PP 二 0 是 / 度 简 并 的 ， 则 叫 李 代数 9 的 秩 是 开 

设 李 代数 g 的 秩 是 !， 风 4 和 /个 线性 无 关 的 本 征 矢 量 

矿 ,(i=1.2,… ,1) 满 足 

[A4, H.,l=0 (3.6.7 ) 
由 瑟 ,(i=1,2,… ,站 可 构成 李 代 数 g 的 ! 维 子 空间 . 现 由 久 期 方 
程 (3.6.6 ) 的 其 他 《7 一 ! ) 个 各 不 相同 的 ( 非 简 并 ) 根 a 来 
定义 4 的 本 征 矢 量 忆 。。 即 

LA,E.]=aE, (3.6.8 ) 
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则 所 有 这 些 矢 量 忆 ,生成 李 代 数 g 的 《7 一 ' ) 政子 空间 。 
因 4 和 刁 ; 可 对 易 ， 于 是 
A= NH, (3.6.9) 
我 们 现在 来 研究 根 的 一 些 性 质 . 考虑 对 易 关 系 
[4, i:H,, E.j]=[A,H.E.— E.H ,| 
=[A,H.E,.]—[A,E.H.,] 
=[A,H.IE.+H.[A,E.—[A,E.lH.~ 
—E[A,H.]=aHE.—aE.H, 
=a[lfH,, E.] (3.6.10) 
如 果 本 征 矢量 EE. 的 本 征 值 是 a。 由 (3.6.10) 看 出 1 个 [1, 区。] 
本 征 矢量 都 有 本 征 值 a .但 是 , a 是 非 简 并 的 。 于 是 每 一 个 本 
征 矢量 [如 ,，E。1， 都 必定 跟 忆 成 正比 ， 即 


[fH.;, El= a,E, (3.6.1!1 ) 
其 中 a 是 一 比例 常数 ， 所 以 
CeE= Qibds 《3.6.12 ) 
把 (3.6.8)、(3.6.9) 和 (3.6.11 ) 式 作 比 较 ， 我 们 有 
a=NMa: (一 1,2,3，) (3.6.13) 
因此 cx ,可 有 者 作 ! 维 空间 中 的 矢量 a 的 协 变 分 量 。 所 以 我 们 也 
岂 矢 量 c 是 根 矢 量 或 简称 为 根 。 


由 雅 可 比 恒等式 ， 有 

[ALE., Esl]+ [EL Es,A]]+IE,, LA,E.l]=0 
由 《3.6.8) 式 ， 我 们 有 

[A,LE,, Esll—BLE.,Ee]+ of Es,Esl=0 
帮 [ 4,[E。,Es]]=(a+pB)]E,, Ee] (3.6.14) 
因此 矢量 [E。,E。j] 是 属于 本 征 值 为 (ga 十 B) 的 4 的 本 征 矢量 ， 
由 此 ， 我 们 有 
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当 a 十 8=0, 即 B= 一 a， 有 [E。,E-s]=C,i_al, 
| (3.6.15) 
当 a 十 不 是 根 , 有 [LE。,EBej]==0 或 Cop 二 0 (3.6.16 ) 
当 a 十 6 是 一 根 ， 有 
[Eo, Eo]=NoaEos 或 Nea=C t=a+p(3.6.17) 


定理 3.6.1 车 a 是 半 单 李 代 数 9 的 一 个 根 ， 那 么 一 4 也 
是 李 代数 g 的 一 个 根 。 
证 ,考虑 嘉 当 - 开 林 度 规 张 量 : 


ge: 一 gr 一 C 各 Co ( 对 指标 4 ,? 分 别 求 和 ) (3.6,18) 


因 C 4, 满足 (3.6.12),(3.6.15) 和 (3.6.16), 于 是 有 
gun=C Cut Cha Ct ps Co: Cot 


(3.6.19) 
若 t 丰 一 &, 则 gs:=0. 因 此 ,车 一 0c 不 是 根 ， 那 么 
det Igss| 二 0;， 这 样 , 嘉 当 判 据 对 半 单 李 代数 就 不 成 立 了 。 这 
就 证 明了 一 “一 定 是 一 个 根 。 
我 们 规定 ( 3.6,8 ) 式 中 5。 的 归 一 化 以 使 得 
ga-o=1 (3.6,20) 
这 样 就 有 
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det 19 浊 0 (3.6.21 } 
由 ( 3.6,12 ) 式 ， 得 ， 


ig= DD Cia C= Qos (3.6.22 ) 


因此 ，g,: 可 以 作为 由 矢量 K 构 成 前 ! 纵 空间 中 的 度 规 张 量 ， 
我 们 注意 到 


Co a= gh Gh! Ce。 一 让 Os yr 一 GitO_ ,ha 

一 0 ga CU 一 gh Ch= g* a= Qi! (3.6.23) 
其 中 用 了 (3.6.20 ) 式 和 (3.6.12 ) 式 ， 于 是 ， 

[EB]= aif, . (3.6.24) 


显然 a' 是 矢量 a 的 道 变 分 量 ，。 
现在 ， 可 以 写 出 半 单 李 代数 的 正则 形式 ( 通常 叫 作 嘉 当 
-外 尔 形 式 ) 。 


[H.,Hil=0 (3.6.2502) 
[fH,, Fe]= QiE。 (3.6.25b ) 
[E,, Eel=NoeEare (3.6.25c ) 
[EB,, BLa=ai'f, (3.6.25d4) 


由 (3.6.2564 ) 式 看 出 《 酉 1, 妖 ,,…, 太 , ) 生成 半 单 李 代 数 g 
的 一 个 对 易 的 子 代 数 ， 通 常 叫 作 嘉 当 子 代数 。 它 是 9 中 的 最 
大 的 阿 贝 尔 子 代数 。 

487 根 撩 最 

定理 3.7,1 如 果 a 和 Pp 是 根 ， 那么 2(a:P)/(a :a) 是 
一 整数 ， 而 且 pB-22(a:B)/(a.a) 包 是 一 个 根 , (其 中 
(a.8)= 0a.p'), 
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证 . 设 y=B 是 一 根 ,。 但 是 ,使 得 a 十 不 是 根 , 由 
《3.6.25 ) 式 ， 
[E.,, £,l=N.,, ?五 -ea 一 五 / 


LE.,, Ey-s ] = E’,,。 


ry-a 


[Ej,., Blya ] = 五 人 -capDa 和 3 .7 ,1) 


其 中 ““ “号 表示 不 考虑 忆 ,-s。、 玉 ,oc。、 忆 ,js 的 如 一 
化 。 由 于 只 能 有 有 限 的 数目 。 所 以 经 过 h 个 步 又 后 ,得 到 ， 


[Ej,, Et-se ] = Fs-rya 一 0 (3.7.2) 


由 (3.6.17 ) 式 ， 有 
[EE ore]= HirtE ,yje (3.7.3) 
从 (3.7.3 ) 和 (3.7.2) 两 式 中 消去 吾 yg4wo 求 出 4 j41， 
Wir yia= Elbo.,E’,.]) 
=— [EFE’,a [LBB])— 
— [ELE’ yo Bd))= [LE,’.i,a'H,] 
+ hE E’ ,oy-1a] 
=aifH,E’, jie]th jE’,yo 
=a'(y— jo) BE’ ,et hE’ ,ie 
(3.7.4) 
用 (3.6.25 ) 式 和 (3.7.4) 式 ， 得 到 一 个 递 推 公式 ， 
Lin=a(p—ia)th j=(a 9)—i(a'0)+ 4, 
(3.7.5) 
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因为 4 o 无 定义 ， 所 以 上 式 仅 对 7 之 1 时 才 成 立 
车 定义 ko 二 0， 则 j=0 时 4 := (Qa:p)。 
把 (3.7.5 ) 式 具 体 写 出 


7 一 0 Hi (cyp) 
j=1 Hs=(0:7)—(a'a)th i 


7 一 2 1 3 一 (ay) 一 2(c.a) 十 人 


7 一 J 一 2 ii 一 (ay) 一 (7 一 2)(aa) 十 As 
7 一 /一 ! Hi 一 (ay 站) 一 (7 一 1)(c aa) 十 4 
我 们 可 得 到 
4 一 jc 站 ) 一 (ax)5I 十 2 十 3 十 … 十 (一 2) 十 U 一 D7 
=j(a'7)—[i(i—1)/2](a'a) (3.7.67 
由 (3.7.2) 式 和 (3.7,3 ) 式 ， 有 : 


Hrri=0 
所 以 (Cay)=h(a.0)/2 (3.7.7) 
4 ;一 JJ 一 /十 1)(a:a)7/2 (3.7.8) . 


若 B 是 任 一 根 ， 那 么 总 存在 某 一 整数 j2>0，, 使 得 y= 十 1 是: 
一 个 根 ， 但 ?十 c 不 是 根 ， 因 此 由 (3.7.8 ) 式 ， 有 

(a:y)= [oa:(B+ia)]l= (4.8)+i(e.a)=h(a.a)/2 
即 (a:B)=(h- 2 门 (ca)/2 (3.7.9) 

车 有 一 个 根 a， 使 得 (4a) 二 0。 那 么 岂 (3.7.9) 式 可 得 
(a ) =0. 这 表明 a 与 所 有 的 根 都 正 交 。 但 所 有 的 根 张 成 
一 个 1 维 空间 。 那 么 有 一 个 根 < 和 ! 维 空间 中 的 所 有 的 矢量 都 
正 交 ,这 和 (3.6.21 ) 式 相 了 矛盾 .因此 (a:a ) 不 能 等 于 零 ,这 
样 有 

h=2(a:»7)/(a'a) 
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h—2j=2(a'P)/(a'a) (3.7.10) 
最 然 h 一 2 是 一 个 整数 . 

综 上 所 述 ， 车 a 、y 是 根 , 但 a 十 7 不 是 根 、 那么 就 有 一 
个 根 链 

y,—a,7—2a,",y—ha (3.7.11 ) 

由 于 有 是 属于 这 个 根 链 的 ， 于 是 有 : 

有 一 2(0:p) , (3.7.12) 
(a 0) 
也 是 一 个 根 。 并 且 属 于 根 链 (3.7.11 ) 。 因 为 y 二 hb， 这 根 链 
称 作 的 a 根 链 。 

定理 3.7.2 若是 根 ， 那 么 所 有 a 的 整数 倍 量 Ka 中 ,只 
有 a、0、 一 a 是 根 。 

证 ， 因 [EE。,Ec]=0,， 由 (3.6.25c) 我 们 得 到 2a 
不 是 根 。 如 果 对 任 一 六 >>1， 天 c 是 根 ， 这 将 会 有 一 个 根 链 ， 
这 个 根 链 含有 2c 。 但 2a 不 是 根 ， 因 而 Ka(K >>1) 不 是 根 。 同 
理 可 证 ,天 cc( 到 <1) 也 不 是 根 。 

定理 5.7.5 设 B6 半 0， a 不 0，B 的 a 根 链 所 包含 根 的 个 数 
最 多 只 含有 4 个 。 因 此 ， 

2(a.:P)/(a'a)=0,+1,+2,+3 (3.7.13) 

证 ， 我 们 可 以 假定 8 志士 a。 因 为 如 果 P= +a ,那么 有 的 
a 根 链 仅 由 a、0、 一 a 所 组 成 。 定 理 域 立 。 

设 8 的 a 根 链 有 5 个 根 ， 假 定 它们 是 6 一 2a 、B 一 a、p、 
6 十 8 十 2a .因为 (B+2a ) 一 6 一 2a 和 (6+2c) 十 O= 
2(a 十 8) 都 不 是 根 。 因 此 ,6 十 2a 的 6 根 链 仅 只 有 一 个 根 6 十 
2g。 所 以 

[C++2a) 0]=0 (3.7.14) 


同样 地 8 一 2 一 6 和 6 一 2a 十 6 都 不 是 根 。 因 此 0 一 2c 的 
根 链 仅 只 有 6 一 2ac。 所 以 [(8 一 2a) 0 一 0 (3.7.15) 
(3.7.14 ) 和 (3.7.15) 两 式 相 加 得 到 (86:6)=0 (3.7.16) 
这 个 结果 仅 当 A 二 0 时 才 满 足 , 这 和 原来 假设 8 二 0 相 矛盾 .于 
是 证 明了 BB 的 ga 根 链 最 多 只 能 有 四 个 根 。 

由 《3.7.11 ) 式 的 根 链 ， 及 (3.7.9 ) 式 有 

hh ) i 
其 中 R=h 一 ji， 

因为 8 的 a 根 链 最 多 只 能 有 四 个 根 。 于 是 

h= j++k <3 


由 (37.1) 和 (3.7.3 ) 式 可 得 

LEarp={E, [EE])=[E,,N. ,es Bol= 

=N ata[ Bo, Ej=N-o, arp, Nop, Eerp 

NespN-a,atp= Hi=i(h—i+1) (a.a)/2 (3.7.18) 
这 里 用 到 了 (3.7.8 ) 式 。 令 R 一 7 十 R， 则 上 式 可 写 为 


No,sN-a,are=i(R+1)(a.a)/2 (3.7.19) 
其 中 7 、R 数值 可 由 下 列 根 链 决定 : 
B+ja, B+(0O—1)a,, BP—Rhka (3.7.20 ) 


通过 具体 计算 ， 可 以 求证 NV。 满足 下 述 的 对 称 关系 ， 
Nap = Ngs=~N-,.,-e, Nae,-sg—=N-e-p,e = Noap 
N-_,,-g=—N-e-e (3.7.21) 
所 此 Noa= i(k+1) (a.a)/2 (3.7.22) 


$8 根 图 


由 (3.6.13 7) 式 ax 和 ic， (i=1,2,.,!) 
我 们 抒 c 叫 作 根 尔 景 , 它 在 ! 纵 空 : 辐 中 有 [个 协定 分量 (i=1, 
2,…,: ) .由 概 矢 量 可 构成 维 的 根 矢 量 图 ， 简 称 根 图 。 范 特 
瓦 登 曾经 证 明 ， 对 一 个 根 失 量 系 仅仅 对 应 一 个 根 图 。 这 样 他 
就 给 出 了 半 单 李 代 数 完全 的 分 类 。 下 面 讲 述 范 特 互 登 方法 。 

首先 小 结 一 下 前 面 得 到 的 结果 . 

(1 ) 车 xc 是 一 根 矢 量 ， 则 一 x 也 是 根 撩 量 。 

(2 ) 车、8 是 要 矢量 ， 风 2(a .8)/(c.a) 是 一 个 整数 。 

(3) 车 w、B 是 根 矢 量 ,， 则 一 2a(aB)/(a'a) 也 是 根 
矢量 。 

(4 ) 设 x、B 两 根 矢量 之 闻 夹 角 是 pq ， 由 下 式 给 出 ; 

cosp=(a'p)/v aa) BB) (3.8.1) 


或 cos: gp =(a°p)/ (oa.a) (BP) (3.8.2) 
由 定理 3.7.3 可 得 : 
cos20 =0,1/4,1/2 ,3/4 ,1， (3.8.3 ) 

又 因 z 是 一 根 矢量 ， 一 x 也 是 根 矢 量 ， 所 以 只 取 锐 角 。 得 

p=0,30",45°,60",90". 《3.8.4) 
我 们 用 hes 裘 示 两 个 根 和 括 量 a、B 长 度 之 比 ， 即 

kp= (aa)/ (BP) (3.8.5) 
于 是 p=90" Ru 一 不 定 ?2.8 一 不 定 

p=60° Ra 一 1 Re 一 1 

p=45° Ra 一 w 2 kh?,.6=2 

p=30° Re 一 3 kp=3 


例 1 秩 李 代数 根 图 ( 4 ) 
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-CQ 0 
0 To 0 
它 所 对 订 的 群 呈 SU(2) 或 SO0(3) 群 ， 
倒 2 秩 李 代数 根 图 。 


arf) -a -2a+p) ‘2 Lh) -8 | 


《2g+ £) 


AA ar BN- Ay) (at B) 4 G， 
A: (SU(3)) Bi:(R(\5)) 
图 2 


根 秋 量 之 间 夹 角 分 别 是 60" ，45" ，30" 。 所 对 应 的 群 是 
SU(3)，SO(5)，Gs 群 。 群 的 生成 元 的 个 数 是 8，!10，14。 

如 果 一 个 根 矢量 的 第 一 个 非 零 分 量 是 正 的 ， 风 称 这 根 矢 
量 为 正 根 ， 记 为 a7 。 

假使 c 和 wa“ 是 两 个 根 矢 量 ， 如 果 B=a 一 ax 矢量 的 第 一 个 
非 零 分 量 是 正 的 ， 则 我 们 称 c 根 矢量 比 c“ 天， 

如 果 一 个 正 根 不 能 分 解 为 两 个 正 根 之 和 和， 我 们 你 它 是 素 
根 。 以 后 用 己 符号 表示 全 体 根 的 集合 。 用 三 表示 全 体 素 根 的 
集合 。 

8 9 邓 爹 图 

范 特 瓦 登 的 根 图 ， 对 1[ 委 2 的 代 妇 或 稀 的 根 矢 量 ， 给 出 了 
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一 种 简单 的 描述 。 但 是 ， 对 于 1 之 2 的 情况 ， 二 维 的 表示 就 不 
再 可 能 。 邓 人 金 证 明 :， 对 于 给 定 的 半 单 李 代数 来 说 ， 有 关 它 的 
根 儿 量 的 所 有 基本 信息 ， 都 可 以 从 素 根 的 集合 开 中 推出 。 他 
进一步 证 了 明 ， 可 以 用 称 之 为 邓 金 图 的 二 维 图 形 把 素 根 囊 示 出 
来 ; 而且 从 这 种 图 形 ， 容 易 得 到 根 矢 量 的 完全 集合 ， 以 及 有 
关 根 的 长 度 及 夹 角 的 所 有 的 信息 。 

定理 3.9.5 ”如果 根 矢 量 w 和 是 两 个 素 根 ， 那 么 它们 之 
间 夹 角 6。s 等 于 90" ,120" ,135 "或 150" 。 如 果 (ca) 委 (6O)， 
那么 


| 1 当 6 二 120° 
(pp) .| 2 当 4=135” (3.9.1) 
(co | 3 30=150° 

\ 不 定 当 0=90° 


我 们 在 图 形 上 用 小 圆 点 表示 每 个 素 根 。 最 大 长 度 的 素 根 
用 空心 圆圈 表示 “O 〇 ” .最 小 长 度 的 素 根 用 实心 图 点 表示 “ 国 ”. 
按照 素 根 之 间 的 夹 角 是 120" ，135" 和 种 150° ,相应 的 小 圆 圈 用 
单线 、 双 线 或 三 线 连 结 起 来 。 对 两 个 夹 角 是 980 "的 根 ,相应 的 
小 圆圈 之 间 不 加 连 线 ( 注意 到 ， 对 任意 单 李 代数 来 说 ， 其 素 
根 最 多 只 能 有 两 种 不 同 的 长 度 ) 。 

例 有 ,代数 , 有 (二 一 全 


邓 金 证 明了 对 于 每 一 单 李 代 数 ， 都 有 一 个 唯一 的 图 形 与 之 相 
关联 ， 如 表 1 所 示 。 除 此 之 外 ， 没 有 其 它 可 能 的 图 形 。 
用 邓 爹 图 可 把 单 李 代数 的 所 谓 喜 当 分 类 表述 为 下 述 定 
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定 惠 3.3.1 全 部 单 李 代 数 由 4,(I 之 1!)，Bi(! 之 2)， 
Ci(1 之 3)，D1(l 之 4) 等 四 个 典型 李 代数 和 五 个 例外 李 代数 
G,, 了 F,, 1 和 所 穷尽 。 


' 表 1 典型 李 代 数 ( 典 型 群 ) +( 群 的 阶 ) 〈(r 一 门 ( 根 总 数 )， 


4 OO- -OO-C-- 一 一 DOw 21 Lr1 

s ‘OO-——-O-Om a 

co, OB-@O-—— 人 Om 

一 一 一 Or-Ow，2 ap 
例外 李 代 数 〈 例 处 群 ) 


OO 全 全 >O 8 

E。 7 72 

E, ORO 133 126 
Es, 248 240- 
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第 四 章 单 李 代数 的 表示 


$1 单 杰 代数 的 表示 


设 9 是 个 李 代 数 而 三 是 复数 域 上 的 一 个 有 限 维 向 量 空 间 。 
从 9 到 斑 上 的 线性 变换 李 代 数 9 世 (三 ) 的 一 个 同 态 映 射 就 叫 作 
李 代数 9 的 一 个 线性 表示 ， 或 简称 表示 D。 每 一 挛 代 数 ， 都 
有 一 个 有 限 维 的 忠实 表示 (一 一 表示 )。 表示 矩阵 中 的 行 数 或 
列 数 叫 作 该 表示 的 维 数 。 

等 价 表示 ， 可 约 表示 ， 不 可 约 表 示 及 完全 可 约 等 概念 和 
第 一 章 内 所 讲 的 相 类 似 。 例 如 ,如 果 存 在 着 一 个 常数 矩阵 不， 
使 得 

XD(I)X-!= A(,) 
我 们 就 称 这 两 个 表示 刀 (T 和 -4(7o) 是 等 价 的 。 

表示 中 最 重要 的 最 有 用 的 是 伴随 表示 。 设 9 是 一 李 代 . 
数 ，J,E€9， 定 义 ， 

ad{l,): Z—[1,,Z2], ZEg (4.1.1) 
显然 ，ad (1。) 是 李 代 数 g 到 自身 上 的 线性 变换 ， 给 出 了 9g 的 
一 个 表示 ， 叫 作 伴随 表示 。 

设 有 李 代 数 9， 其 生成 元 是 (7。7T。,T…) 。 由 它 作为 基 

矢 所 生成 的 矢量 空间 内 ， 伴 随 表示 是 


ad7T-| ls>=|[ls, fl>=—|C% ,>=— Clls> 


即 《ad(7。) ) 5 一 一 Co。 或 伴随 表示 的 矩阵 元 是 李 代数 
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的 结构 常数 ， 它 的 维 数 是 李 代 数 的 生成 元 的 数目 。 


$2 ” 权 和 权 空 间 

因 和 矩阵 态 ;( i=1,2,*… ,站 是 相互 对 易 的 ,于 是 在 表示 空 

间 尺 ,中 可 以 找到 它们 的 公共 的 本 征 矢量 , 即 。 设 本 征 矢量 为 

1U4>=| Cd di 《4.2.1) 

出 HUs>= 4 Dead 人 > (4.2.2) 

由 数 ( A 4。… A1) 构 成 一 个 ! 维 空间 信人 中 的 矢量 让 大 写 ) 的 

协 朗 分 量 , 本 征 值 4; 叫 作 权 , 这 个 矢量 4 电 作 本 征 矢 量 U4>> 
的 凤 矢 量 。 我 们 称 这 个 空间 A, 是 权 空间 。 


令 五 和 (万 万 0) (4.2,3) 
设 104s> 是 权 {藤本 征 矢量 ， 则 
Es.lUs> (4.2.4 ) 


是 权 有 /+a 的 本 征 矢量 ,其 中 a 是 一 个 /分 量 的 根 和 失 量 。 这 可 
由 下 面 的 推导 看 出 : 
HEdUs>={EH+LH,,Ed}Us> 
一 (ci 十 A)E.IUs> (4.2.5) 
或 HEIUs>=( /A+a) EVs> (4.2.6 ) 
因为 末 ; 之 间 可 相互 对 易 ， 所 以 ， 有 Hi Us 也 属于 权 A 的 本 
征 矢量 ， ， 
表示 空间 有 R4 可 以 分 解 为 权 子 空间 R4 的 直 和 |. 
R= ERS (4.2.7) 


1 AEALA _ 
我 们 把 Rs 中 的 每 一 个 矢量 , 看 成 一 个 权 为 4 的 矢量 ， 那 么 
从 (4.2.6) 式 ， 有 
FU € RI” A+aEAt: (4.2.8) 
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= 当 A+ag Aa 
车 在 一 个 坐标 系 〈 基 矢 系 ) 中 权 的 第 一 个 非 零 分 量 是 正 
数 , 则 叫 此 权 是 正 的 ,车 两 权 之 差 (4 一 人 ) 是 正 的 , 则 说 权 / 
比 权 1’ 高 .车 一 个 权 比 其 它 的 所 有 权 都 高 , 则 叫 此 权 是 表示 届 
中 的 最 高 权 或 首 权 。 
以 SU (2) = 4A, 代数 为 例 , 它 的 生成 元 是 76,7 4,,7- .7 的 
本 征 伪 轨 作 权 .7 值 是 首 权 。 它 珍 征 4 代数 的 不 可 约 珍 示 。 
在 讲 示 空 间 有 RR 中， 选用 权 儿 量 1m 记 >，17s 之 …j ?nw 之 作 
为 基 矢 ， 其 中 矢量 | 9; 沁 的 权 是 4;。 如 果 权 4 的 次 序 按 下 列 
规则 排列 ， 
A 之 /之 /As 之 … 之 ly (4.2.9 ) 
则 我 们 称 这 组 基 |7)> ,| 7 之 … Imw>> 是 正则 的 。 
“可 以 证 明 ， 对 于 半 单 率 代数 伴随 表示 的 非 0 权 矢量 < 即 根 
矢量 ,0 权 的 多 重 性 等 于 半音 村 代数 的 秩 ， 


85 关于 权 的 一 些 定理 


定理 4.3.1 任 一 权 /与 任 一 案 根 a 所 形成 的 /个 标 积 | 
2( cc)V/(c'a) 是 整数 。 4 一 [2( Aa)/(e'a)j'a 是 一 个 权 ， 
(证 路 》 

定理 表明 ， 权 矢量 4 在 | 个 素 根 上 共有 ! 个 投影 ， 这 些 投 
影 值 只 能 是 正 负 整数 或 半 整 数 。 

定理 4.5.2 任 一 表示 空间 及 :至少 有 一 个 权 。 

定理 4.5.35 著 矢 量 | 7 4>> 的 权 是 4, 可 以 表 为 权 4 外 的 
矢量 的 线性 组 食 ， 并 且 所 有 的 权 A 都 不 等 于 权 4 则 矢量 
| 7 是 有 堆 矢 量 。 

这 条 定理 表明 ,具有 不 同 权 的 本 征 矢量 是 线性 无 关 的 , 因 
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此 ，N 维 表示 空间 内 ,最 多 有 六 个 不 同 的 权 。 
”车 一 个 权 含有 ”个 本 征 态 ， 则 说 此 权 是 > 度 简 并 的 ,或 权 
的 多 重 性 是 > 重 的 。 
若 一 个 权 属 于 一 个 本 征 态 , 则 说 此 权 是 单 的 或 非 简 并 的 。 
定理 4.3.4 不 可 约 表 示 的 首 权 一 定 是 单 的 ， 若 二 个 不 
可 约 表示 的 首 权 相等 ， 则 此 二 表示 是 等 价 的 。 
定理 4.3.5 权 矢 量 A 是 某 个 不 可 约 表 示 的 首 权 的 充 要 
条 件 是 : 
Qs=2( Aa)/(aa) (a€EN) (4.3.1) 
为 非 负 整数 ( 包括 零 ) 。 如 果 四 之 是 表示 -4 的 一 个 最 高 权 矢 
量 ， 而 cEI， 那 么 
Es n>0 (ke 4.) 


一 0(R> do) 

根据 定理 4.3 .4 和 4.3 .5 李 代 数 ( 群 ) 9 的 任 一 不 可 约 表 
示 可 以 用 gai(&€ETI)，(i 二 1,2,…, 站 来 标记 。 因 为 /个 素 根 仅 
仅 相 应 权 A 的 分 量 a4: 也 只 能 有 i 个 分 量 ， 所 以 ， 通 常 把 这 些 
数 qs1 写 在 相应 的 邓 金 图 上 。 所 有 的 asi《 放 二 1,2…,1) 都 是 0 
对 应 于 李 代 数 《 群 ) 的 表示 是 恒 等 表示 。 

例 4 代数 (SU(3) 群 )》。 因为 它 的 秩 ! 一 2， 所 以 它 的 
不 可 约 表 示 以 二 个 数 (asl,ees) 表 征 。 即 


Col dai 
QI az 


设 表 示 的 首 权 是 4=cici 十 zas， 则 由 ( 4.3.1 ) 式 ， 
aoi 一 2( Aa1)/(0141), Go.2=2( Aas)/ (casaa) 
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(4anD= 一 cr(eici) 十 zs(c2aa) 
Gai=261+62°2° (G2 a) /G1 an) 一 26 一 (4.3.27 
其 中 2(ca ai)/(aiai) 一 一 1 


朵 再 再 得 ee 一 一 上 十 2 (4.3.3 ) 
围 (4.3.2 ) 和 (4.3.3 ) 两 式 ， 得 到 ， 
61= (2064, 90,)/3 62= (G6 +290,)/3 
A= (2a +a) /3 at (act20,)/ 3- as 
(4.3.4) 
例 设 a41=1 ao 一 0。 对 应 图 是 
1 0” 
a a 
则 这 个 不 可 约 表 示 的 首 权 是 A=2a1+as /3, 


$4 权 系 的 计算 

由 李 代数 ( 或 李 群 ) 的 不 可 约 表示 4 的 首 权 4 出 发 ， 
可 计算 出 不 可 约 表示 4 的 亡 有 的 权 ， 而 得 到 不 可 约 表示 人 4 
的 权 系 (人 4 ) 。 这 是 一 件 有 实用 意义 的 事 。 为 了 计 算 不 可 
约 表示 -4 的 权 系 ， 下 面包 述 一 些 专门 术语 和 定理 。 

如 时 一 个 入 列 EA. 可 以 由 首 权 4 经 过 减 去 下 个 素 根 
所 得 至， 那么 就 说 必 属 人 4 的 第 下 展 A 祥 。 显 然 ， 首 权 


4 属于 第 苓 层 A 信 , 最 低 权 属于 7T4 层 人 Ac4 "于 是 
As=AP UAUA2U…UAS (4.4.1) 
整数 Ts 吊 作 不 可 纹 家 示 的 高 。 
用 Ss( 4) 表 示 第 h 层 和信 虽 的 权 的 多 重 数 .显然 ,不 可 约 表 
"一般 图 中 4 ot =0 时 ,相应 "0" 可 不 号 ， 
。70 ， 
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示 才 的 维 数 叉 为 
N=I+S (4) + S (A)+t +t STA) HST LC A) 4 
整数 ma=maxSi( A) (4.4.3) 
叫 作 不 可 约 表示 4 的 宽 。 

定理 4.4.1 如 果 4 是 李 代 数 9 ( 李 群 G ) 的 不 可 约 表 
示 贞 的 首 术 ， 那 么 不 可 约 表示 A 的 高 是 ， 

Ta Troe (4.4.4) 
其 中 + 由 表 (2) 给 出 . 

衣 (2) 《4.4.4) 式 中 的 7 值 


D, 4n B, 和 和。 
n n(n+1) /2 人 
nln-1)2 n(n- 1)2 
(HH-2Kn+i) (Cn~1) 2 cn-1Xn+2) 和 -Lotib) 
4 3MA+ 2 (n~2) 3 (n~2Nn+3) (0 一 2)0+2) 


{(n- 4 人 n+3) 


oo- x+ jntk- Yo k+ 1 Oo- ji 大 + 1 n+ R=- 


(2n-3)2 人 1 2 了 (21-1) 人 2)2 
(20-2) -1 


9 
O22 Ei 4 
i182 270 220 168 114 98 
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定理 4.4.2 李 代 数 g( 李 群 G ) 的 不 可 约 表示 A 的 权 
系 人 是 呈 纺 锤 形 的 ， 即 有 


Si(A)=S rs(4) 《4.4.5 ) 
和 SA)FS1-1(A)PS (A)P>! 
| 7 74== 偶 数 


其 中 ‘= \(7 7 了 :一 奇数 
推论 ， 李 代数 g《 李 群 9 ) 的 不 可 约 表示 4 的 权 系 Ay 


的 党 m4 由 下 式 定 出 
ms=Si(A) Te 2h 
=Si1(A) Ts=2h+1 
定理 4.4.3 设 李 代 数 9( 李 群 C) 不 可 约 玫 未 为 4。 如 果 
已 经 知道 人 信人 与 …… 人 WW3 各 层次 中 的 权 ， 那 么 


M-aE€ A® ，cEH ,， MEAS 


的 充 要 条 件 是 Mgz>1 (4.4.6) 
其 中 9 值 由 下 述 序 列 定 出 ， 即 
M+a, Mi+2a, ., Miaqa (4.4.7) 
是 权 , 而 放 十 (q+1 )a 不 是 权 。M。=2(Mo)/(ea))。 
定理 4.4.4 设 李 代 数 g( 李 群 G ) 的 不 可 约 表示 为 4， 
则 它 的 权 以 的 多 重 数 vx 由 下 面 递 推 公 式 定 出 ， 
{( A+g, A+g)—(M+o,M+g9} vu 
=2 区 (M +Ka,a) vurre (4.4.8) 
其 中 a 才 示 正 根 。 
( g=1yea (4.4.9) 


a>0 
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定理 4.4.5 李 代 数 g( 李 群 G ) 的 不 可 级 表 示 4 的 
维 数 必 为 
一 (4 十 9g)a | ( Aa) 
N- [人 |-  (+ ) 
(4.4.10) 


其 中 g，a 符 号 的 意义 和 定理 4.4.4 相 同 。 
例 求 女 ;代数 的 不 可 约 表 示 的 权 系 。 
1 
OiO——O 
解 ， 利用 (4,3.4) 式 可 得 到 首 权 4 = (ai 十 2cy)/3。 
再 由 表 (4.4,1 ) 可 得 不 可 约 表示 (01 ) 的 高 了 4 一 2ao: 十 
2 wx 一 2:0 十 2.1 一 2， 因 此 共有 三 个 层次 ， 
现在 ， 求 出 第 -- 层 A 人 的 全 部 权 。 因 为 ，4EAco ,所 以 


A=M A =M,.=2(A.a)/(a a1) 


=2( ee. a)/ (aal) 
CA AACA 
一 各 (1 一 1) 一 0 
由 《4.4,7 ) 式 写 出 序列 
M, M+ai, M+2a,," 
而 4=M, 则 4, A+a1,A+2ae 
因 4 是 首 权 ,上 故 4 十 a 不 是 权 即 9=0, 因 而 
Mai+q=0 十 0=0<<!1。 不 满足 (4.4.6 ) 式 ,所 以 4 二 cs 
是 权 。 
琴 求 4 二 
‘16%,=M,,=2( (as) /A (0.0:)=§[(0103)+ 
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2(caas)(asaa 四 一 1 
利用 (4.4.7 ) 式 写 出 序列 ， 

M M+a, M+2a,. 

而 4 二 训 则 44 4 十 cs A+2as": 

因 扫 是 首 权 ， 故 十 as 不 是 权 。 即 9==0。 因 而 
M+ 二 1 十 0 二 1， 满 足 (4.4.6 ) 式 。 所 以 4 十 :是 权 , 那 
么 4 二 as 一 (ci 一 04)A3 是 属于 第 一 层 和 0 的 权 ， 

接着 再 求 第 二 层 人 ‘所 有 的 权 。 由 第 一 层 人 ‘的 权 
型 =(ci 一 as ) 3， 知 

Ma 1=2(Ma)/o1a) 
一 重 [(c 一 0a) ca (a10))=s 
利用 (4.4.7 ) 写 出 序列 

M, M+ai M+2a.': 
而 M=A 一 Qe, 则 4 一 cs 4 一 as 十 Ci 了 一 Cs 十 2 Ci 
4 一 az 十 ci 不 是 权 , 因 为 它 不 能 写成 首 权 与 素 根 之 差 。 所 以 g 
二 0 。 故 杂 ai 十 4 一 1 十 0 一 1 关 1. 由 (4.4.6 ) 式 知 (对 一 ai ) 
是 权 ， 并 等 于 一 (2 ai: 十 as ) 3， 它 是 属于 第 二 层 的 权 
JAW 

再 求 Ma,，, 

Mes=2(Ms.,)/(asa,) 

一 可 4Ccaracli) 一 (caas) 一 一 1 
Qs cs) 

利用 (4.4.7 ) 式 写 出 序列 

MM M+a, MT 十 2cy…， 

而 型 =4~ os 则 4 一 as 4 一 as 十 wa 4 一 aa 十 2co 
因为 4 是 首 权 ， 所 以 4 十 ;不 是 权 。 故 gq=1, 由 (4.4.6) 式 
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Ma 二 4= 一 1 十 1 一 0 委 1， 不 满足 (4 3.6 ) 式 ， 所 以 
MM 一 Qs 二 A 一 ai 一 Qs 不 是 权 。 
因此 权 系 仅 的 高 是 74=2。 这 样 就 不 必 再 作 下 去 。 结 时 
4 代数 (SU(3) 群 ) 的 不 可 约 表 示 (0，1 ) 的 全 部 权 是 


(ci 十 2 ca) 3 € A® 
(Qa1— 41)/3 € AD (4.4.11) 
， 一 (2ci 二 az)A3 《 PAY 
其 宽 m4 = 二 S$S1( 4)=1. 


因为 该 表示 有 三 个 权 ， 所 以 我 们 知道 此 改 示 是 三 维 的 。 


习 题 


C1) 求 出 4s 代 数 的 表示 的 权 系 、 


O—© 
(2) 求 出 Gs 代数 的 表示 O S 的 权 系 。 


$5 直 乘 事 示 


半 单 李 代数 ( 群 ) 的 二 个 不 可 约 天 示 的 直 乘 仍 是 半 单 李 
代数 ( 群 ) 的 一 个 表示 。 把 直 乘 表示 分 解 为 不 可 约 囊 示 的 直 
和 .这 在 量子 系统 的 耦合 问题 ， 强 子 的 结构 和 分 类 问题 中 均 
有 重要 意义 。 

定理 4.5.1 设 表 示 C 是 半 单 李 代 数 ( 群 ) 的 二 个 不 本 
约 表 示 A 和 B 的 直 乘 表示 . 


C= A®B (4.5.1) 
而 且 A4。，A4，A 8 分 别 是 表示 C、A、B 的 首 权 ， 
则 Ao=/As+As (4.5.2) 


例 考 虚 半 单 李 代 数 4,(SU(3) 群 ) 的 两 个 不 可 约 吉 示 
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1 1 
O—O%O—O 直 冬 的 分 解 ， 


利用 (4.4.11 ) 式 ， 得 ， 
(ci 十 2xs)A3 * - (ai 十 2ca)A3 
(01— 2)/3 "®@. (ci 一 co) 
.一 (2ai+as)A3 ， .一 (2ali+as)A3 
。 (2ei 十 4cs ) /3* 
(2aifas) As + (ate)/s 
一 (ai 一 ca)A3(2ai 一 2as)A3 一 (ai 一 Ga) 3 


一 (ci+2as)A3 一 (al 十 2as) /3 


* —(4ait3a,)/3 


我 们 已 经 知道 4 的 不 可 约 表示 C) -全 的 权 是 : 


“ (204+402)/3 
“QoF 0)/3 
(2 Ci 一 2 cz) 3， (一 ci 十 Gas) 3 
“ 一 (ai 十 2cs)3 
一 (4cxi 十 2 ws) 3 


因此 O 四 的 O 一 由 舍 有 不 可 约 表示 〇 一 一 
所 有 的 权 ， 除 了 属于 这 个 表示 的 权 之 外 ， 剩 下 的 权 是 
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。 (2aci 十 aa)7 AAA3 
一 (ca 一 cyJ AAA 
“一 (ai 二 2asy 3 
这 对 应 于 权 为 ( 2c: 十 as ) 3 的 表示 。 因 此 ， 直 滋 乘 积 中 


还 含有 表示 ”由 一 一 ,于 是 ,我 们 得 到 ， 
1 1 2 1 。 
oO oog@o-0=o--6g 和 0 一 
因 上 述 站 乘 分 解法 是 很 元 长 的 尤其 对 维 数 很 大 的 表示 
来 党 计算 量 是 很 大 的 。 因 此 我 们 在 稍 后 一 点 将 介绍 一 个 比较 
简 俐 而 实用 的 直 乘 分 解 方法 一 一 杨 图 。 
$6 元 表示 的 权 
定义 如果 Gi (ie1，2，…,1 ) 除了 一 个 是 1 外 ,其 它 均 
其 9。 这 个 天 示 叫做 基本 起 示 . 
例 Cs 基本 表示 是 ， 
上 
一 全 一 DO 9 一 6 一 UN 
定义 ”基本 让 示 中 相应 的 邓 金 图 中 端点 是 1 的 表示 ， 叫 
帮 元 表示 . 
例 Cs 的 元 表示 是 
1 
@—@—O ©—@-, 
半 单 李 代 数 ( 群 ) 的 素 根 可 用 元 表示 的 权 表 示 。 
例 4 代数 (SU (3) 群 ) 的 元 表示 是 CQO 
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ee mre 


它 的 权 可 求 得 
"(2c1 十 gs) 3 一 人 1 
(ca 一 al) 3 一 2) 
一 (ci 十 2as ) 3 一 和 sa 
解 联 立 方程 可 以 得 到 ， 
Qi= 和 Ns, Wr 和 \s— 和 ss, 
下 面 用 元 表示 的 权 和 ;来 于 出 轩 个 典型 李 代 数 和 互 个 例外 李 代 
数 的 素 根 ( 见 浔 3 ) . 
用 元 表示 的 权 ^:， 可 以 给 出 A4!/，B;，Cit，D1 由 种 典型 


李 代 数 ( 群 ) 的 根 ， 
A . 《Xe 一 人》 1+! 
B: 了 工 : {》。 土 Xp 土 Ne》 | 《4.6.1) 
Ci 二 ; { 2A,, + 和 A, tA}! 
D, : { 土 * 土 Ms 1 (pg) 


这 里 最 后 一 个 括号 给 出 了 2 .9 的 取 值 范围 ， 它 们 的 正 值 和 负 
们 的 各 种 组 合 都 是 允许 的 。 


对 应 的 正 根 是 

A 2! {XA } 1! 

B: + {A,, AstAe}! (4.6.2) 
Ci + 12 和。 入 ,和 a} 9 

D: ZE! 《A 二} (p<a) 


困 与 例外 李 代数 ( 群 ) 同 秩 的 子 代数 的 元 表示 的 权 ， 邓 
金 对 例外 李 代 数 ( 群 ) 的 根 进行 了 分 类 .因此 ，G，; ,FF,,E,， 
EE; 岁 根 可 以 分 别 用 典型 子 代数 4，,，B。，4; 和 A 的 根来 表 
示 ， 结 果 是 : 


G, ZZ: 4 土 和 A», As 和 a} i 


= 人) 


2 YY)2AT = 


YY 一 FMY = YY =4D 


XR 


| 


YYy¥ 279 A 和 
' 
8 
YY = 人 yy = 
¥ -i sp 再 一 'Y 二 中 
?7 “a 
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Fa 半 ，{ 守 No, 寸土 yo 二 (二 入 , 士 / 士 和 3 
十 入) 》 
E, 2 (入 一 人。 入 十 入 十 入 -十 入 。 } ? (4.6.3) 
FE, 于， (Ns 一 Aa, + (Xs 二 A 二 和 A) } 1 
对 ,这 个 特殊 情形 ， 用 子 代数 45 十 441 给 出 ; 
Es 对，{ 入 一 入 ao, 土 2 和 ,入 sp 十 入 a 十 入 : 土 4} 9 
(4.6.4) 
这 里 ， 和 iAs… 和 se 是 4 的 元 表示 的 权 , 而 土 ^ 是 41 的 元 表示 的 
权 。 
为 以 后 的 计算 方便 ， 元 表示 的 两 个 权 的 标 积 (X, 入 ;) 的 值 
是 : 
对 于 Bt，C1，D1 和 ,代数 ( 群 ): 
(和 oo) 一 0 (pq) 
(4.6.5) 
(NpXp) 二 Rp 二 1,2,"",1 ,8 二 常数 
对 于 A1,G，，E1 和 Es 代数 ( 群 )， 


,=0 
p= 1 
(hoho) = IR p=1,2,°,1+!1 (4.6.6) 
(和 一 一 k (£9) 
对 Eo 李 代 数 ( 赂 )， 除 满足 (4.6.5) 式 外 ,还 有 下 列 和 关系 。 
(和 入) 一 0 P=1,2,*,6 
(4.6.7 ) 
(和 入) 一 3 k= 二 常数 
常数 k 由 上 述 条 件 定 出 ， 


。80 . 


(0 ) 一 Ose (4 6 8) 


故 (eo0)=! 
这 里 ，! 是 0c 中 分 量 的 个 数 。 
利用 (4.6,1)、(4.6.2) 和 (4.6.3) 式 ， 根 可 用 元 表示 的 
权 和 :来 表征 ， 再 用 (4.6.5) 一 (4.6.8) 式 ， 把 (4,6.8) 式 的 左 
边 表 为 k 的 一 个 倍数 。 由 此 ， 我 们 得 到 下 列 结果 : 
A, k=1/2(1+1)? Gs k=1/24 
万 ， 8 -1/2(21 一 站， F, k=1/i8 
C， k 一 1/40 十 1) Fo k =1/144 
D, k =1/4({—1) E, k =1/288 
Es K =1/540 


(4.6.9) 


87 不 可 约 表示 的 标志 

半 单 李 代数 ( 群 ) 的 个 可 约 表示 的 标记 是 用 不 可 约 表示 
的 首 权 4 来 标志 。 在 邓 会 图 的 第 R 个 顶点 处 附 上 分 量 qs. 邓 金 
把 一 个 不 可 约 表 示 的 首 权 4， 写 成 


一 并 0 A; (4.7.1) 
定义 (R=1,2,3,°,l 
ai 一 Go 一 2( Aas)/ (aran) | | (4.7.2) 
ot! 
由 (4.6.1) 式 可 得 到 ， 
万 代数 (和 群 ) oma/2+ 号 & (4.7.3) 
Ci 代数 ( 群 ) oa= 二 (4.7.4) 


站 代数 ( 妊 ) = (ar 一 oaD/2+ 于 (4.7.5) 


下 ,代数 ( 群 ) ci 一 ai 十 20: 十 二 as 十 04 
cz 一 01 十 as 十 Ga/2 (4.7.6) 
ca 一 0s 十 Gs/2 
C4 一 0s/2 


对 于 A4,/、G，、 忆 1 和 世代 数 ， 首 权 4 可 写成 ， 


并 且 满 足 cs=0 (4.7.8 ) 
由 (4.6.1) 一 (4.6.3) 式 ， 可 以 得 到 ， 


{ 1 
c=01:1 十 半 9; 
Er 


> 7 
4 代数 ( 群 ) C4.7.9) 
C= iai/i+!1 
ci=ai 十 02/3 
Gs 代数 (和 群 ) cs=a./3 (4.7.10) 
‘Cs=—41—24,/3 
=es+ Q, 
天 
| 
巨 ; 代 数 er 一 ay 一 0 一 208 一 ao/4 (4.7.11) 
ee) 
一 (9q4 十 6a5 十 346 十 ?7071)/4 
人 82 . 


瓦 人 器 ! 
代数 Ics = a8 20 —2./3 (4.7.12) 
2 一 一 (30 十 6ca 十 903 十 1204 十 150s 十 
十 10as 十 597 十 848)/3 
对 于 代数， 有 
6 
A= TE cht ea (4.7.13) 


5 
co 一 一 工 ia; /6 (4.7.14) 


二 Q1 十 39s 十 543 十 544 十 5as 十 ag 
例 A, 代 数 ， 


了 十 1 


由 -4 一 2 Co 人 


p=1 


0 一 2( Aa,)/(aja;) 2 全 csai)/(aia))。 


及 Qj; 二 (Xj; 一 hj+1) f=1,2,.…,1 
故 (08) = (NA ,NO— A )=(N;N)+ ° 
(NiriAir1)— 2(A A+ 1) 
利用 (4.6.6) 式 上 式 二 21k 十 2k 二 2(1 十 1)& 
. 83 . 


T+1 


1 
分 子 一 《 忆 co (hi— Nr1))=( : CoApNi)— 
加 p= 


1+1 + 
一 co(NoNhit1)= lhe, 8)i— pc — ¢» 0'% tk+ 
= 太 
bs 
i+1 
cok 
p=1 
pit1 
=R(c;—C,41)+ IR(c;—cir1) 
=(cj—Cir1)(l+1)k 
其中 用 了 (4.6.6) 式 。 下 以 ， 
ai=2(I+ DA(c;—cin)/2(l + DR=0— 0 


Qjr1=(c+1— Ci+t2) 


gj 一 (ci 一 cr+1) 


! 
过 0 一 (一 Crr1) 
了 


1 
2 一 ci+1 十 a j=1,2,3,°",1 
1+1 
又 因为 . 二 Ci 二 
f 
所 以 Ci=c#1 二 Zai 
i=1 


I 
Cs=Citi+ 二 0 
im2 


cr 二 Ciri 十 9 
得 到 ci: 十 cs 十 六 十 ci 一 cl 十 志 10; 
i=1 
由 (4.7.8) 式 ， 我 们 得 到 : 


i 
一 col 一 lc 十 DT ic 
i=1 


I 
—(I+1)cr: 一 2 io 


1 


最 后 得 到 结果 cr 一 一 -7 


— 工 
[+1 i=l 
其 它 (4.7.10) 一 (4.7.14) 式 ， 都 可 以 仿 此 例 算 出 。 
$8 不 可 约 表示 的 维 效 
如 果 4 是 半 单 李 代数 ( 群 ) 的 一 个 首 权 为 4 的 不 可 约 表 
示 ，《4 的 维 数 N(A4) 由 下 式 给 出 ， 


“ex (ga) ac2z+ (ga) 
. (4.8.1) 
这 里 9 一 二 (4.8.2 ) 
是 正 根 < * 的 和 的 一 半 


对 每 一 个 素 根 c ， 
ge 一 2(9a)/ 人 ac a)=1 《证 略 ) (4.8.3)》 
于 是 我 们 可 以 写 出 ; 


om PE ne THO ~ ND etree rh rr poe ep tm ee 


9™ EgiN\ (4.8.4) 


其 中 入 ;是 元 表示 的 权 。 对 于 4 代数 来 谱 i=1,2,*… ,1 十 1， 
对 于 其 它 代数 来 说 i =1 ,2…[， 

用 上 一 节 的 周一 方法 ， 可 以 求 出 各 个 尺 数 的 9, 值 ， 现 列 
举 于 如 下 ， 

A! 9 一 1/[2 一 证 1 9: 一 4/3 g1=11/2 

Bi 9i 一 | 一 上 十 1/2 G, We rE, np 


Cg 一 (一 计 1 9 一 一 5/3 oh 

D, 9 一 一， 94=1/2 
,= (31-67)/5(i<5) 

E, (gs=-5/2 E， ee (i<7) 
=20 gs=-49/4 
=22—3i/3 i<8 

(4.8.5) 
9 =-68/3 


利用 (4.7.1 ) 和 (4.8.2 ) 式 ， 可 以 得 到 各 个 代数 的 维 数 公 
式 分 别 如 下 : 


A 代数 N= [1+-% 6.) (4.8.6) 
pg go 一 go 
有,C, 代 数 
N= 1 二 -2 nl( 1+- ee ) x 
p’9 Up ’ Ur vg 
-Le 
XI 1+_ ec. 4.8.7 
1\ + Vs 二 ge ( ) 
刀 代 数 . 
1 N= I 1 二 | : 1+ Cte (4.8 .8) 
六 52 Vp Ye 1 OoT Ye 


Gs 代数 


| C p “9 
Nt te |) 


(4.8.9 ) 


N= [it Nn (1+t ee )x 


ga 


尼 4 代 数 


， 1 十 Co 十 Ce | 1 十 C1 土 Ccs 土 C3 土 Cy \ 
9 十 9 II g1+g9,+93+g4 
(4.8.10) 
五 代数 、 
Ne=(I+21 1 十 -2 一 ce， X 
( 9 1 ( Go— 9 


开 Co 十 Ce 十 c- 十 C/2 


了 (+ ) (4.8.11) 


7 
下 ( 1+-2 士 ce 二 ce ) (4.8.12) 


Cs 十 Ca 十 Cc, 
p39 和 to to . 
其 中 p、4、r、s 指 深 取 遍 所 有 (r 一 门 /2 个 正 根 数值 ， 但 p、 
扫 ， r+、5 对 一 种 组 全 的 所 有 置换 内 计 算 一 次 。 


(4.8.13) 


例 -4 代数 的 维 数 公式 是 ， 
六 一 去 (1 十 gi)(1 十 es )(1 十 (ai 十 as)/2) 
因为 4 代数 的 下 可 束 是 (2 6 一 2/2 二 3， 所 以 Pp、 


9 值 取 作 1. 
用 公 C4 8.6) 式 ， 
一 | 二 me | ci 一 cs , 


p39 Ys Ye 


(+ 二 二 1 (1+ 2 一 2 1 
9 -gi |! 

利用 (4.7.8 ) 式 ， 可 以 得 到 ， 

Ci 一 Cym(Gl 十 az) 十 c: 一 0z 一 Cs 一 0 
再 由 (4.8.5 ) 式 ， 得 到 

9 一 ga 一 去 一 1 十 ! 一 (去 一 2 十 1) 一 1 
向 理 可 以 得 到 Cs 一 C3 一 Gs cs 一 Ci 一 一 (ai 十 Gas 

gz 一 gs 一 1 93—91=-2 

所 以 ”N=[(1+a)(1+as)(1+ (0+a: )/2)] 


性: 代数 N(asa1) 是 : 
N(00)==1, N(O01)=N (0)=3, 
N(20)= N (02)=6 
N(11)=8 N(21)=N(12)=15 
N(22)=27 N(30)=N(03)=10 


$9 杨 图 及 4, 代数 直 乘 表示 的 约 化 


杨 图 简介 。 
一 个 方块 代表 一 个 表示 对 象 。 一 行 方块 代表 各 表示 的 对 


象 的 对 称 组 合 。 例 。 三 T*] 。 代表 一 个 对 称 春 。 
一 列 方 所 代表 各 表示 对 象 的 反对 称 组 合 。 例 “站 ] 
代表 一 个 反对 称 态 。 除 了 单行 或 单列 外 , 还 有 各 种 


k 
行列 组 合 , 例 ， 等 等 ， 它 们 
HT 称 组 合 或 代表 一 个 混合 
对 称 态 。 


表示 混合 对 

半 单 李 代 数 ( 群 ) 4, 的 不 可 约 表示 由 首 权 4 标记 . 而 
A 是 由 (ai ,az,，…5GI) 一 组 整 数 标记 。 整 数 (a， :102， … ,Qi) 和 
扬 图 有 如 下 关系 : 


例如 ， 半 单 李 代数 ( 群 ) 4:(SU(3) 群 )， 由 一 对 数 (a 
as) 来 表征 4 代数 的 一 个 不 可 约 表 示 ， 以 (12) 为 例 ， 相 应 的 


对 41 代数 , 某 一 个 不 可 约 表示 A4(a1 ,0;,… ,91) 相 对 应 某 一 杨 
图 。 即 一 个 杨 图 代表 某 一 个 不 可 约 表示 。 这 样 ， 我 们 在 $5 中 
所 讲 到 两 个 不 可 约 表 示 的 直 乘 约 化 可 用 两 个 杨 图 的 直 乘 约 化 
来 表示 。 下 面 我 们 就 讲 两 个 杨 图 直 乘 约 化 的 规 册 。 

i) 两 个 不 可 约 表示 A4 和 8B, 相 应 的 杨 图 分 别 是 [f] 和 [9]。 

ii) 把 字母 < 厦 满 [9] 中 第 一 行 中 及 有 的 格子 ， 字 母 b 填 满 
[9] 中 第 二 行 ……。 

iii) 把 杨 图 [9] 中 第 一 行 中 所 有 a 的 方 抉 和 杨 图 [人] 拼 竣 ， 
并 且 要 注 足 下 列 条 件 : 

每 个 杨 图 同一 列 中 不 能 有 2 个 以 上 的 相同 字母 出 现 ; 

外 拼 次 后 所 得 各 图 是 标准 杨 图 "*. 

iv) 任 一 杨 图 由 第 一 行 开始 。 由 左 身 右 ， 从 上 到 下 任 一 
方块 处 割 开 ， 不 准 5 标 号 的 方块 数 上 是 超过 e 标 号 的 方块 数目 。 

例 : 


_FCFED [加 ,ID 加 ;PC 

田 加 = 帮 下 :EE 几 征用 :用 
Ial 加 aja 

由 (i) 点 @， 杨 图 内 和 昌 应 全 去。 


由 (iY) 点 最 后 可 得 ， 
了 了 T4 如 CT CT ,CTT 
田 厂 =EE 全 :HB a: +: 古 
Ib| 如 如 9 EE 


。 标准 杨 图 是 第 ;十 1 行 ( 列 ) 格 子 数 不 能 超过 第 ! 行 ( 列 ) 的 格子 数 。 
。90 ， 


最 后 上 述 拼凑 后 所 得 杨 图 的 列 的 方 块 数 是 (1 十 了 DD 个 ， 风 
出 到 应 会 去 。 

再 举 一 例 ，-4s 代 数 (SU(4) 群 ) 的 直 乘 表示 的 约 化 。 

1.4; 代 数 的 两 个 不 可 约 表 示 (100) 和 (100)， 考 虑 袁 示 : 
(100) x (100) 的 约 化 ， 

两 个 不 可 约 表 示 (100) 和 (100) 相 应 杨 图 是 |， 则 直 乘 表 : 


口 x 品 三 DO 日 


即 是 (100) Xx (100)=(200)+(010) 
相应 维 数 是 4X4 一 10 十 6 
2 43 代数 两 个 不 可 约 表 示 分 别 是 (100) 和 (001)， 相 应 . 


sse, 


浠 图 是 口 和 时 考虑 直 乘 表示 [1 x 


i 


一 外 


(100)®3(001)=(101) 二 (000) 
相应 维 数 是 4 Xx4=15 甸 1 


E10 应 用 


灶 单 李 代数 或 李 群 在 物理 学 中 有 广泛 的 应 用 。 这 节 中 ， 
主要 把 4,，A4, 及 4 代数 ( 群 ) 用 于 基本 粒子 物理 学 中 强 于 


* 4; 信 数 用 杨 轴 求 维 数 公式 见 附录 二 。 


Dh 
eM eo me te ee 


i 分类。 

实验 指出 ， 需 要 二 类 不 同性 质 的 参量 来 描述 强 子 ， 一 类 
:是 时 空 参量 ， 例 如 自 旋 /， 宇 称 p?， 质 量 m… 等 。 它们 都 是 
强 相互 作用 理论 在 菜 种 时 空 变换 群 下 的 守恒 量 ， 或 它们 是 某 
种 守恒 算 符 的 本 征 值 ， 我 们 把 这 类 参量 叫 作 外 参量 。 另 一 类 
是 内 豪 参量 ， 例 如 电荷 9， 重 子 数 B， 同 位 旋 7、7。， 奇 异 量 
子 数 9， 超 茶 7， 穆 数 C… 等 。 它 们 都 是 强 相 互 作用 理论 在 
某 种 非 时 空 变换 群 下 的 守恒 量 ， 或 它们 也 是 某 种 守恒 算 符 的 
本 征 值 ， 我 们 把 这 类 参量 叫 作 内 参量 。 

上 述 参 量 并 非 都 是 线性 无 关 的 。 例 如 ， 我 们 发 现在 外 参 
量 之 间 有 

m=(J—J0o)a-! 
其 中 a 是 Regge 迹 线 的 斜率 。 
QINSTGeYV2: (4.10.1) 

内 参量 之 间 有 

9 一 7 :十 去 (了 十 C) 盖 尔 曼 - 西 岛 关 系 《4.10.2) 
其 中 Y=S+B， 

4 代数 (SU(2) 群 ) 是 一 个 "一 3，! 一 1 的 人 么 正 么 模 - 
性 。 它 的 三 个 生成 元 就 是 同位 旋 7 的 三 个 分 量 T，Ts，7T。， 
强 相互 作用 理论 是 核 力 理论 的 一 个 自然 扩充 。 因 此 如 果 要 求 
强 相 互 作用 理论 在 忽略 YY、C 的 作用 时 应 化 为 S$U(2) 群 变换 
下 的 不 变 理 论 ， 一 个 极 自然 的 选择 是 我 们 在 强 相互 作用 理论 
中 所 找寻 的 对 称 变换 群 ( 即 不 忽略 Y，C 作 用 ) 应 该 是 
2U(4) 一 4 代数 . 当 忽略 物 数 C 的 作用 时 ,对 称 变换 群 应 该 
就 是 SC (3) 一 -42 代数。 总之， 强 子 物理 学 的 内 豪 对 称 性 是 
SU(2)，SU(3)，SU(4) 的 对 称 性 。 
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CPM ee so ironcnrr ciamriin ee - 


mane et 3 she ones ron ate 


现在 ， 我 们 分 别 简 述 强 子 的 SU(3) 和 SCC4) 的 对 称 性 。 

1 . 强 子 的 SU (3) 对 称 性 。1961 年 左右 盖 尔 曼 和 尼 埃 曼 捍 : 
出 把 4, 代 数 (SU (3) 群 ) 看 作 强 子 物 理 学 前 一 个 对 称 变换 . 
群 。 这 是 一 个 8 阶 2 秩 的 么 正 么 模 群 。 有 二 个 可 对 易 的 算 符 
于 | 一 J，， 刁 ,= 了 ,而 权 矢量 4= (1 3 了) 由 同位 旋 第 三 分 匡 
各 超 和 荷 组 成 。 

在 内 .外 参量 之 问 有 下 列 重要 的 关系 ,这 就 是 所 谓 质 量 公 
式 m=m(J? ,1,Y ,C0) (4.10,3): 
或 北 尔 曼 - 大 久保 公式 

m 二 a 十 bY 十 C[ 直 站 ?一 J 了 (I 十 1)] 

式 中 a,6,c 是 三 个 由 实验 决定 的 待定 参数 。 

由 于 有 这 个 关系 ， 通 常 只 须 采用 外 参量 J* 和 三 个 独立 的 
内 参量 7。 ,了 ,C 。 就 可 以 对 强 子 进 行 分 类 。 

考虑 / 相同 (即时 空 参量 相 同 ) 而 三 个 内 参 量 7。 ,了 ,C- 
不 同 的 介子 或 重子 的 各 种 强 子 态 。 按 量子 论 普遍 原理 ， 应 把 
了 ?相同 的 强 子 态 :看 作 三 个 可 对 易 线性 无 关 算 符 了 、 和 的 
公共 本 征 态 ,其 本 征 值 即 分 别 为 13、 了 和 C 。 在 忽略 因 I s、Y、 
C 的 不 同 而 引起 的 质量 差异 ( 百 分 误 差 是 十 分 之 几 ) 的 近 似 . 
下 ， 可 以 认为 强 相互 作用 理论 在 秩 ! 一 3 的 某 个 变换 群 作 用 下 
形式 不 变 。 或 者 这 三 个 算 符 1、 y. C 应 是 强 ; 相互 作用 中 的 

守恒 算 符 。 可 以 看 出 ， 强 子 物理 学 中 的 这 个 对 称 群 就 是 

用 ;二 SU(4) 群 。 

在 早期 对 核 力 的 研究 中 , 曾 引 入 核 力 相互 作用 在 SU(2) - 
群 的 作用 下 保持 不 变 ， 这 蚌 基 于 下 述 主要 实验 事实 ， 

(1) 镜 象 傣 ( 核 中 质子 数 和 中 子 数 互 的 ) 的 能 级 大 致 查 
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Ci 0，1.90，4.30，4.85，6.48…… (MeY ) 

BILL 0 2.14，4.46，5.03，6,.75…… (MeV) 

(2) 散射 截面 or?” ，or*，01" 在 高 能 散射 中 大 致 相 
等 。 
例 : 


or—o 加 
一 信和 4,2 寺 2.5% 


实验 中 的 差 值 可 归于 库仑 作用 的 影响 。 

实验 表明 ， 核 力 ( 强 作用 ) 与 电 蓓 无 关 。 因 此 忽略 电磁 
作用 后 ， 核 力 理论 中 ， 质 量 相近 的 所 谓 电荷 多 重 态 (p，, +)， 
(nxt, nx, x), (EE), (ZL+,P° ,7 ), (K+,K°)... 
等 可 分 别 看 作 某 一 个 算 符 的 二 重 ， 三 重 简 并 态 。 而 电磁 作用 
正 是 解除 这 种 简 并 的 一 个 微 忧 . 在 量子 力学 中 ， 当 哈密 顿 量 
或 巷 定 格 方程 把 转动 群 (Rs) 当 作对 称 群 时， 作为 转动 群 
(下 3) 的 不 可 约 表示 的 量子 系统 应 是 转动 群 (Rs) 的 卡 塞 米 尔 
算 符 /7 >*《〈 总 角 动 量 ) 的 本 征 态 。 这 种 能 量 的 角 动 量 的 公共 本 
征 态 是 7* 算 符 的 (27 十 1) 重 简 并 态 

与 此 类 似 ， 引 入 算 符 7 *， 把 上 述 的 电荷 多 重 态 看 作 是 
27 十 1 重 简 并 态 。 也 就 是 说 ， 对 核子 (CP,n)，7=1/2; 对 
介子 (rt+, xx -)，7 一 1…。 核 力 与 电荷 无 关 , 要 求 能 级 ， 
质量 … 等 的 本 征 态 应 是 能 量 和 算 符 1 :的 公共 本 征 态 ， 它 们 是 
《27 十 1) 重 简 并 的 。 从 群 论 观点 看 ， 我 们 在 核 力 理论 中 引入 
一 个 与 转动 群 (R,) 同 构 的 SU (2) 群 作为 对 称 变 换 群 ，7? 就 
是 SU(2) 群 的 卡 塞 米 尔 算 符 。SU(2) 群 可 叫 作 (同位 旋 空 
间 ) 的 转动 群 。 

由 欧 氏 空间 中 的 转动 不 变性 可 得 到 角 动量 守恒 和 能 级 7; 
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朋 动 量 量子 数 的 (27 十 1) 重 简 并 。 交 似 地 由 同位 族 空 zs 闻 的 各 
河 间 性 可 得 到 同位 旋 守 恒 和 能 级 《质量 ) 对 同位 旋 量 子 数 的 
《27 十 1) 重 简 并 。 

y 考虑 SU (3) 的 基本 

表示 (10), 它 的 权 图 如 

Us 和 -1 放 1739 图 3 所 了 未 。 可 对 吻 算 符 

1 是 ?，、， 相 应 的 本 人 征 

态 由 本 征 从 1 :和 了 值 来 
标记 . 当 图 3 中 纵 轴 是 Y 
而 横 轴 是 1 ,三 个 权 矢 
量 和 1, 和 NX、%Xs 分 别 和 
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图 3 


j Ts 一 去 ,了 一 1/3>> .17s = 一 去 了 一 、|7:=0, 了 = 
一 重 >> 相 重合 。 则 由 二 个 量子 数 (7 六 折光 二 不 人 
正 是 代表 构成 强 子 的 三 个 基本 粒子 。 即 硅 克 粒子 。 
现 考虑 SU(3) 的 另 一 个 基本 宪 示 (0 1)， 则 三 个 权 秋 量 
入 1、A2、 和 3 分 别 与 13 一 一 去 了 一 一 吉 记 、|173 一 去 ， 
Y= 二 一 告 之 、] 71s 二 0, 了 二 和 娃 之 三 个 本 征 态 相 重合， 它们 
正 是 代表 三 个 反 夺 克 粒 子 。 
我 们 求 上 述 两 个 基本 表示 的 走 乘 囊 示 。 由 前 节 的 约 化 知 ， 
可 以 分 解 为 下 列 不 可 约 表示 的 直 和 。 
(10) @(01) = (11)®D(00) (4.10.4) 
相应 的 维 数 是 3 33==8 甸 1 
而 (10; S. “10) @@(10) 的 直 屠 表示 ， 则 可 分 解 为 下 列 不 可 约 表 
{10)@(10) B10)= (30) B11)BU1) D00) 
。 95 ， 
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相应 的 维 数 是 “3@3@3=10 中 ?由 8 由 ! 《4.10 5) 
(4,10,4) 式 表明 ， 两 个 基本 表示 的 直 乘 可 得 二 个 不 可 约 表 
示 。 其 中 一 个 是 一 维 的 ， 只 有 一 个 权 矢 量 代表 一 个 本 征 态 
单 态 。 另 一 个 是 8 维 的 ， 有 8 个 权 拓 景 表示 8 个 本 征 态 即 
八重 态 。 如 果 两 个 基本 表示 的 对 象 分 别 是 次 克 和 及 次 克 ， 则 
上 述 单 态 和 八重 态 的 表示 对 象 应 是 由 正 反 考 克 对 所 组 成 的 蓝 
合 粒子 ， 这 正 是 介子 。 

与 此 相 类 似 ，(4.10.5) 式 表明 ， 它 有 一 个 单 态 ， 两 个 八 
重 态 和 一 个 十 重 态 。 它 们 的 表示 对 象 应 看 作 由 3 个 夸克 所 组 
成 的 复合 粒子 ， 这 正 是 核子 。 

可 见 的 确 可 以 把 ,二 SU(3) 群 当 作 强 子 物理 学 的 对 秘 


强 子 物理 学 中 还 有 一 逢 对 称 变换 群 是 SU (4) 群 ， 它 有 3 
个 可 对 易 的 算 符 ， 相 应 的 本 征 态 分 别 由 量子 数 18，Y，C 来 
标记 。 两 个 基本 表示 分 别 为 (100) 和 (001)， 它 们 都 是 四 维 表 
示 分 别 代 表 构 成 强 子 的 四 个 基本 粒子 一 一 压 克 粒子 。 

如 果 仍 认为 介子 由 正 反 夸克 粒子 对 所 组 成 ， 重 子 由 三 个 
夸克 粒子 组 成 。 由 SU (4) 群 两 个 基本 表示 所 构成 的 直 乘 表示 
的 分 解 ， 

4 办 4 一 1 中 15 (4,10.6) 
和 由 三 个 基本 表示 (100) 所 构成 的 直 乘 表示 的 分 拥 

4@:@4=20P20'B20'B4* (4.10.7) 
可 得 出 结论 : 

介子 族 除 单 态 外 应 有 15 重 态 。 重 子 族 应 有 全 对 称 20 重 
态 ， 混 合 对 称 20 重 态 和 全 反对 称 的 4 重 态 。 

如 果 强 于 上 世界 严格 遵守 SU(3) (或 SU(4), SU(6)) 内 
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水 对 称 性 ， 那 么 应 有 :; 

(1) 一 切 强 子 可 以 看 作 SU(3) (或 SU(4) ,SU(6) ) ， 
某 本 表示 对 象 ( 夺 克 ) 的 直 乘 约 化 表示 对 象 ; 

(2) 同属 于 某 个 SU(3) (或 SU (4)，SU(6)) 不 可 的 
表示 的 强 子 组 成 一 个 SU(3) (或 SU(4)，SU(6)) 的 多 不 
态 ， 同 一 多 重 态 内 强 子 的 时 空 属性 应 完全 相同 ( 措 m，77?)， 
但 不 同 的 多 重 态 的 外 参量 可 以 不 同 。 

基本 粒子 物理 学 试 为 把 强 子 分 为 外 参量 不 同 的 SU (3) 
(或 SU(4)，SUf6)) 多 筷 态 是 超 强 作用 。 而 强 作用 具 有 对 
称 群 SU(3) (或 SU(4)，SU(6))。 因 而 属 同 一 个 SU(3) 
的 八重 态 内 的 强 子 质量 应 是 8 重 简 并 的 。 但 斑 实 上 属 辐 一 个 
SU (3) 的 8 重 态 内 强 了 的 质量 是 分 裂 的 ， 这 应 归于 二 种 引 起 
SU (3) 对 称 人 性 磋 缺 的 力 。 即 ， 中 强 相 互 作用 ， 它 对 超 区 六 和 
同位 旋 1 解除 亿 并 ,和 电磁 相互 作用 它 对 同位 旋 7 :解除 简 并 。 

对 于 中 强 相互 作用 引起 的 质量 分 烈 有 盖 尔 曼 -大 久保 公 
式 : 

m= 二 a 十 bY 十 c[T(7 十 1) 一 本 Y?*] 
或 m= —(atbteV tIY)® 


景 后 应 提 到 , 按 景 子 色 动 力学 , 强 子 是 由 带 “ 色 “自由 度 的 一 
些 ( 例 6 种 ) 夸 克 组 成 的 。“ 色 “分 三 种 ， 如 果 要 求 夺 克 的 拉 
氏 量 满足 色 SC (3) 群 的 局 部 对 称 性 ， 那 么 可 以 自然 得 出 传递 
奢 克 之 间 相 互 作 用 的 中 介 场 是 胶 子 场 。 近 十 年 来 ， 量 子 色 动 
力学 已 经 作为 一 门 反映 强 子 结构 及 其 相互 作用 的 动力 学 理论 


* 见 北 京师 范 大 学 学 报 1978 年 第 3 期 刘 辽 “ 强 子 质 量 的 一 个 经 验 
公式 ” 《1973 ) 。 


* OF . 


取得 了 迅速 的 发 展 、 而 它 的 对 称 群 就 是 色 SU C3) 群 。 
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第 五 章 ”转动 群 和 洛 仑 兹 群 


§1 引言 


保持 4 维 空间 内 距离 ( 长度 ) 不 变 的 线性 群 是 U(4)， 它 
是 一 个 复 4 维 的 么 正 群 。SU(4) 群 ( 4 代数 ) 是 它 的 一 个 子 
群 。 但 是 SU(4) 群 的 生成 元 李 代数 不 是 U0 (4) 的 理想 。 

0 , 群 是 一 个 实 4 维 正 交 群 。 转 动 群 R 是 它 的 一 个 不 变 子 
群 ， 即 了 , 群 。 

上 群 是 广义 洛 仑 兹 群 。 由 狭义 相对 论 知 ， 若 引入 闵可夫 
斯 基 时 空 

T1 一 2，25 一 yy，X3 一 2，214 一 cf 
则 保持 4 维 时空 内 任 二 个 世界 点 ( 即 事件 ) 间 的 距离 不 变 的 
让 普遍 的 齐 次 变换 群 包括 ， 特 殊 洛 仑 兹 变换 、 空 间 转 动 ， 空 
间 反 射 ， 时 间 反 演 及 其 它 各 种 可 能 的 组 合 。 按 狭义 相对 论 要 ， 
T/T, (KH, y=1,2,3,4) (5.1.1) 

的 矩阵 元 6, 应 满 足 坐 标的 实数 性 条 件 ， 即 cu 是 实数 ,ci 和 
4 4 是 虚数 (1/8 二 1,2,3)，Q44 是 实数 。 

对 于 庞 加 莱 群 ， Z/ 一 ao 十 B。 (5.1.2) 
式 中 Qs 即 (5.1.1) 式 中 的 zj,， 而 Bs. 是 常数 。 

注意 到 ， 这 四 种 群 一 般 不 一 定 是 连通 的 紧 致 李 群 ， 仅 
U (4) 群 的 子 群 SU (4) 和 0O, 群 的 子 群 R, 才 是 在 上 一 章 中 研究 
过 的 二 种 典型 群 ( 代数 ) 。 而 在 物理 学 中 极其 重要 的 三 个 
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群 ， 即 转动 群 Rs， 广 义 洛 仑 效 群 ， 庞 加 莱 群 根本 不 是 典型 
群 。 这 正 是 本 节 的 研究 对 象 。 

如 果 在 C(4) 群 、O4 群 和 工 烙 中 ， 令 wa 一 1， cue= 
ai 一 0， 则 分 别 得 到 CC4) 群 、O, 群 和 工 群 的 子 群 Z(3) 群 ， 
O(3) 群 。 其 中 0(3) 群 有 一 个 不 变 子 群 R， 即 是 熟知 的 三 维 
空间 转动 群 ， 它 在 基本 粒子 的 自 旋 和 同位 旋 理 论 中 有 着 重要 
的 意义 。 上 述 分 析 表 明 ，O(4) 群 、 工 群 都 含有 不 变 的 非 阿 贝 
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尔 子 群 ， 而 转动 群 , 则 是 一 个 半 单 李 群 。 


$2 和 群 的 生成 元 和 对 易 关 系 
从 上 节 所 述 的 线性 群 中 去 掉 反 射 或 反 演 变换 后 的 群 叫 作 


固有 群 。 四 分 别 以 


Us, Ow4 和 上 ,等 表示 .显然 它们 仍 是 一 个 群 。 实际 上 ， Os 群 
就 是 4 维 转动 群 ，L 上 ,就 是 含有 特殊 党 仑 效 变 换 和 纯 空间 转 动 
变换 的 固有 洛 仑 效 群 。 
一 、4 维 转动 群 ( 环 ,) 该 群 的 无 穷 小 变换 是 
z= (dnt en), (5.2.1) 
其 中 so= 一 se 四 


仅 有 6 个 独立 参量 ， 如 果 以 ci( 一 1,2,3,，…,6) 来 表示 这 


克 个 参量 ， 出 . 
(x)=(T+ail)) (x) (5.2.2) 
可以 得 到 站, 群 的 6 个 生成 元 。 习 惯 上 写成 ， 
4 一 1,2 3) 表示 7 一 1,2 3) 
Di 一 1,2,3) 表 示 1i0 一 4,5,6) 
利用 (5.2 .1) 式 
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(5.2.3) 


由 上 式 ，R 群 的 生成 元 的 微分 形式 为 
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相应 的 矩阵 形式 是 ， 


寺 易 关系 


x 


它们 满足 


[A, 4 


(5.2.6) 


[B;, B=—: ws 


[ A;, 8,] 


一 8 Bs 


引入 记号 
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J=(A4BI/Y: Ke=(A.-B)/Yi (5.2.7) 
则 (5.2.6) 式 可 写成 ; 
[7;, T=iegads . . 
[IK, Kl=isnks, (5.2.8) 
[K, Jil=0 (i, 1, k=1,2,3) 
由 此 可 见 ，J4、KK,(i=1,2,3) 分 别 构成 一 4 维 李 代 数 中 的 3 
维 子 代数 ， 或 7,、K,(i=1,2,3) 分 别 是 4 维 转动 群情 ,的 二 个 
3 维 转动 子 群 RR 的 生成 元 。(5.2.8) 式 中 最 后 一 式 表 明 ， 每 个 
3 维 子 代数 都 是 ,代数 的 理想 。 但 它们 都 是 非 阿 贝尔 理想 。 
因此 RRs 代数 是 半 单 的 。 又 Rs 代 数 中 任 一 元 素 可 表 为 上 述 二 
个 理想 中 元 素 的 线性 组 合 ， 所 以 Rs 代数 可 彭 为 上 述 两 个 子 
代数 ,SO(3)) 的 直 和 。 或 李 群 SO(4) 局 部 同 构 于 直 积 群 
SO(3)®SO(3). 
若 在 (5.2.2) 式 中 选取 soo 为 参量 ， 则 相应 的 生成 元 应 以 
7oc 标 记 。 因 此 (5.2.2) 式 变 为 
Zuo 一 (3o 十 坦 sorlocyur)Z， (5.2.9) 
由 于 so 一 一 so， 可 令 [po 二 一 1o。。 这 样 ， 独 立 生成 元 还 是 
6 个 ， 由 (5.2.1) 式 和 (5.2.9) 式 可 以 得 到 ， 
寺 Epof oo, py = Ey, (5 .2.10) 
出 人 epo1oo) wy 一 224, 一 20, 一 8 可 得 
(eso po) py = Ep dordos— Epod pv doen 


因此 
Tu 一 bb 一 5 (5.2.11) 

故 [loa,7 yw]= 一 cyl Boslpy+ el a— des] ey 
(5,2.,12) 


此 式 就 是 45.2.6) 和 (5.2.8) 两 式 的 统一 表述 。 
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由 (5,2.8) 式 知 ( 应 注意 的 是 结构 常数 应 为 常数， 因此 


《5.2.8) 式 中 履 应 非 厄 米 化 后 才 可 以 用 。 如 何 非 龙 米 化 贸 作 习 ， 


题 ) ， 度 规 张 量 ， 


一 CC 一 2 sav bsg 一 C 褒 访 
河 此 可 以 构成 二 个 卡 塞 米 尔 算 符 。 即 
712 一 9 二 一 4i4 十 有 有 一 24;8， 


(5.2.13) 

K2=gihK KKi+KI+K? 
= A.A+BB—2A.B; (5.2.14) 
FP=71+Ki=AA+BB;, G=K:—J=AB, 
(5.2.15) 


它们 与 开 群 的 全 部 生成 元 都 可 对 易 。 由 舒 尔 引 理 知道， 对 
耶 RR, 群 的 不 可 约 表示 J*， 上 :或 ，G 应 是 一 个 数量 气 阵 。 
也 , 群 是 DD, 李 代数 ， 它 是 一 个 秩 1= 2 的 半 单 李 代数 。 因 


”而 应 存在 2 个 卡 塞 米尔 算 符 的 本 征 值 来 表征 它 的 任 一 不 可 约 


下 示 ， 
二 、 因 有 洛 仑 效 群 了 上 ， 
固有 洛 仓 北 群 ,的 生成 元 的 微分 形式 为 


4 一 7s 四 2 2 区 1 -zs 
4x3 一 =: 元- (5.2.16) 
2 一 一 : 57 一 于 
Bs= i -za ) (5.2.17) 

' 103 + 


| 


相应 的 矩阵 形式 是 


0 00 
_io ol 
4 一 0 -1 0 
0 00 


式 中 有 ;是 子 群 R 的 生成 元 ，B ,是 特殊 洛 仑 兹 群 的 生成 元 。 


它们 满足 对 易 关系 ， 


[A A]=—eiAs 
[BDI 一 sw 和 
[4 一 一 si 有 


引入 换 元 变换 


Ji=(iA+B)/ 2=7 + 


它们 的 显示 式 是 


OO wo 
OOOO" 
~ 

< 

~ 

il 

YI~ 
个 
©O “OO 
| 
Ooo"™ 


Jooo 
OO 
\ / 


(5.2.20 小 


K=(iA,—B,)/2=K,* 


大 
wi) 
“OO 
Ou“oo 
cool.c 
oool 
~ 
人 
il 
Cae 
©O“oo 
“OO 
ooo 
ooho 
No 


A 

8 

| 

v|~ 

-~ 
COO .OO 
SCOOP™: 
“ODO 
© | OO 

Bd 
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则 (5.2 90) 式 可 写 为 
[7 7 一 一 1E ,ng 
[KK,l=—iCinKs (5.2.21) 
[K,J,]=0 
和 情 , 群 相 类 似 也 有 二 个 卡 塞 米 尔 算 符 。 即 
J2=7 + 7 =B— .A+2iA.B 
K?2=Ki+Ks:+Ky=B— A—2iA.B 
或 等 效 地 有 
M?=J2+K’=2 ( PB:— A:) 
N=4iA.B 
三 、 庆 加 甘 群 ( 非 齐 次 洛 仑 兹 群 ) 
保持 闵可夫 斯 基 时 空 内 距离 不 变 的 最 一 般 的 线性 变换 是 
庞 如 莱 变 返 群 2 . 
Yo 一 cm 加 十 有 
其 中 a 是 洛 仑 兹 变换 算 阵 元 。 变换 未 示 先 进行 洛 仑 获 变 换 ， 
后 进行 平移 变换 。a ,应 满足 前 述 的 坐标 实数 性 条 件 ， 有 , 则 
应 满足 下 述 坐 标 实数 性 条 件 ， 
,是 实数 (二 1， 2，3) ，D4 是 半数 (5.2.22) 
庞 加 蒜 群 含有 洛 仑 兹 群 L 和 平移 群 S$ 的 二 个 子 群 。 可 以 证 明 
它 的 二 个 子 群 和 S 是 不 可 对 易 的 。 即 LSSL,， 


庞 加 菜 群 有 10 个 参 晤 ， 故 有 10 个 生成 元 。 这 可 选 用 因 
有 洛 仑 兹 群 上 5s 的 6 个 生成 元 和 平移 群 S 的 4 个 生成 元 作为 岩 


加 莱 群 9 的 生成 元 。 
固有 洛 仑 兹 群 的 6 个 生成 元 可 选 ( 5,2.,11) 中 的 7 ,。 平 
移 群 S$ 的 4 个 生成 元 按 下 述 方法 决定 ， 
对 于 平移 群 S 的 任 一 无 穷 小 变换 ， 
Xp = Xst es (5 .2 .23) 


相应 的 态 函 数 所 产生 的 无 穷 小 变化 为 
Vx) =) + 28 dz 一 由 十 so (x) 


bx)=(1+e, Ts) p(x) 
=[1+8,(iP,) Hr) 
(5. 2. 24) 
显然 (5. 2. 24 ) 构成 群 ,而 且 (5. 2. 24 ) 是 (5. 2. 22 ) 
的 一 个 同 态 对 应 。 因 此 (5. 2，24 ) 是 平移 群 S 的 一 个 无 穷 


= 1+e, gx 
Hp 


小 表示 。 相 应 的 厄 米 算 符 已 一 二 -2 就 是 熟知 的 位 移 算 符 ， 
前 3 个 是 动量 算 符 ， 第 4 个 是 能 量 算 符 。 
可 以 得 到 ; 
[P,PJ=0 


[alyr]=i(gT ir— Yul 14rt qr 1y— 94rl 1) 
(5.2.25) 
[7,,P.]=i(g9,P,— garP,) 
式 中 9: 一 一 go 一 一 0 一 一 gr- 一 1。 可 见 平移 群 是 庞 加 莱 
群 的 不 变 阿 贝尔 子 群 。 因 此 庞 加 莱 群 不 是 半 单 群 。 
由 虎 加 莱 群 的 生成 元 可 以 构成 二 个 卡 赛 米尔 算 符 。 即 
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P=P,P, 
WV=—IV WW, (5.2.26) 
其 中 Wi=1/ 2a00P nlyp 
它们 和 10 个 生成 元 都 可 对 易 。 可 以 证 明 ， 庞 加 莱 群 仅 有 二 个 
进 立 的 卡 守 米 尔 算 符 。 对 于 庞 加 菜 群 的 任 一 不 可 约 表示 而 
f， 忆 2 、 玉 是 数量 矩阵 。 因 此 可 用 已 ， 矿 二 个 算 符 的 本 征 
来 标志 庞 加 茜 作 的 任 一 不 可 约 表 示 。 如 果 认 为 基本 粒子 以 
诚 加 某 群 的 不可 约 表 示 来 代表 ， 则 上 述 二 个 本 征 值 避 用 来 者 
征 不 同 的 基本 粒子 。 
算 符 P? 的 本 征 信 是 粒子 的 静 质 量 ， 
PP 二 一 1o? (mo 之 0 人 慢 子 ，mo*<0 快 子 ) (5.2.27) 
我 们 可 以 证 明 ， 对 于 更 止 贡 量 不 为 0 的 糙 子 ， 矿 的 本 征 和 后 决 
定位 子 鸭 自 旋 人 入。 
证 明 ， 因 为 是 静止 的 粒子 (mos0 )， 所 以 Pi 二 Po=P， 
=0, P= imo, 


由 (5， 2，26) 或 所, 一 sisP also 得， 


1 
W ,= E40 Psd so 


所 以 玫 一 一 机 , 态 i= 开 me Exar pe rsskl vpl jb 


= m4 (了 Ti 十 7 十 Ta ) =m27? 


4 (4.2.28 ) 


因此 矿 的 本 征 值 是 moJ (J 十 1 )，7 是 静止 的 粒子 的 自 旋 。 
站 于 上 述 理由 ， 基 本 粒子 可 以 用 庇 加 莱 群 的 不 可 约 表 示 或 
《ms，J ) 来 表征 。 
日前 ， 基 本 粒子 物理 学 把 庞 加 莱 群 作为 对 称 群 ， 因 而 每 
一 个 基本 粒子 都 是 庞 有 菜 群 的 某 种 不 可 约 表示 的 表示 对 象 。 
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对 于 强 子 物理 学 ， 它 还 具有 内 部 对 称 性 。 这 就 是 说 它 把 
SU(3)，SU (4) 或 SU (6 ) 群 作为 对 称 群 。 结 果 是 所 有 强 
子 可 看 作 3 个 ,4 个 或 6 个 夸克 粒子 的 复合 粒子 .这 些 粒 子 构成 
内 部 对 称 群 的 一 些 不 可 约 表示 的 多 重 态 ， 每 个 多 重 态 内 的 粒 
子 在 理论 上 它们 质量 应 该 是 简 并 的 ， 

§3 广义 洛 仑 兹 群 L 的 构造 


由 广义 小 仓 兹 群 的 正 交 条 件 ，Q ,aeo= 64o 可 得 
eA 
出 实数 性 条 件 Qua0i4= — laral 
因此 as 一 1 十 la? 之 1 
最 后 得 au 之 1 或 4 圭一 1 
再 考虑 deta 王 +1, 可 见 广义 洛 仑 兹 群 上 由 互 不 连通 的 四 个 子 


子 集 L,1 含有 恒 等 变 换 ， 空 间 转 动 和 特殊 洛 仑 效 变 换 ， 
它 构 成 国有 党 仑 兹 群 ( Lb ) ， 它 是 一 种 顺 时 的 正 洛 仑 兹 变换 
所 构成 的 一 个 群 。 

子 集 L-_1 是 一 种 顺 时 的 纯 空 间 反 射 变换 ， 它 不 构成 群 。 

集合 ;1 十 工 -1 = 工 /构成 全 洛 仑 兹 群 。 它 是 一 种 最 普 
通 的 顺 时 洛 仑 兹 变换 所 构成 的 群 。 
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于 集 是 上 -4 时间 反 演变 换 ， 它 不 构成 群 。 

子 集 L; 4 是 一 种 时 空 全 反射 变换 ， 它 也 不 构成 群 。 

当然 ，Li1? 十 .1 十 Zi 十 5- 4 二/ 攀 成 非 连 通 的 广 
义 治 仓 效 群 。 应 当 指 出 ， 狭 义 相 对 论 仅 断 言 ， 因 有 洛 仓 兹 性 
Lp 是 物理 亿 界 的 一 个 对 称 群 。 至 于 物理 规律 在 其 它 广义 洛 伦 
兹 变换 中 是 否 形 式 不 变 ， 狭 义 相 对 论 不 置 可 否 ， 当 由 实验 淹 
定 。 

下 面 我 们 指出 ， (4 ) 加 有 洛 仓 兹 群 :是 广义 洛 仑 兹 群 
工 的 不 变 子 群 。 

证 ， 作 对 应 

Ll >e, 了 人 之 a， 工 -了 伪 T， 工 :| 之 CT。 

则 集合 二 {e，o，Tt，oTt}》 构成 一 个 群 。 其 中 e 是 单位 元 
素 。 于 是 有 ”工人 工 。， 其 中 符号 “个 “ 玫 示 同 态 对 应 .显然 ， 
元 ,人 是 二 的 不 变 子 群 。 而 商 群 志 A Les 广 其 中 "六 "表示 同 
构 对 应 。 这 表明 ， 广 义 洛 仑 兹 群 L 不 是 单 群 ， 但 固有 洛 伦 
兹 群 Le 却 是 半 单 群 。 

(5 ) 平移 群 S 芒 庞 加 芋 群 的 不 变 子 群 。 

证 ， 任 取 !E€ER8 满 足 全 !s! 二 5。 

其 中 1 是 zw 一 Cai 十 有 局， 5 是 Z2 一 2 4 十 Vn 站! 是 
zr"/ = (zr,— Ps) 
放 z," ?一 Qo (QT But ya Br) 

利用 e-!4 二 J， 上 式 可 化 为 

zs/ 一 Coxz 十 3 一 z- 十 35-Es 

这 一 点 已 在 (5.2,25 ) 中 证 明了 。 这 说 明 席 加 莱 群 既 不 是 单 
群 刀 不 是 半 单 群 。 
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$4 4 维 正 交 群 及 其 子 群 的 表示 


这 节 以 后 ， 如 不 另 作 声明 ， 我 们 仅 考 碟 齐 次 4 维 正 交 
群 。 若 有 P 个 指标 量 pwins.…. nox 在 4 维 正 交 变换 
Tu GT, (5.4.1) 
下 ， 有 下 述 变 换 规律 
TC ?a 


A Rg) pp < (5.4,.2) 


只 要 (5.4.1) 是 一 个 正 交谈 换 群 ， 则 (5.4.2 ) 一 定 也 是 一 
个 变换 群 。 因 此 , 正 交 变换 群 与 变换 群 (5.4.2 ) 之 间 建 立 了 
同 态 对 应 。 易 看 出 这 于 实 上 也 是 一 个 同 构 对 应 。 显然 这 意味 
着 :〈 5.4.2 ) 式 是 正 交 变换 群 (5.4.1 ) 的 一 个 4 维 表 示 ， 
这 表示 叫 作 4? 维 张 旦 表示 ,4? 维 表示 对 象 少 152。 .opfx) 叫 作 p 级 
张 量 ,p 二 0 时 ,9 一 交 ,9 间作 0 级 张 量 或 标量 .一 1 时 ， 欠 一 
Qo ,Doi 作 ! 级 张 量 或 和 拓 引 ,p= 二 2 时 ,1 二 0 41v10 yy 152 
102 加 作 2: 流 张 量 或 简称 玉 量 ， 


不 难 证 出，2 个 疾 丰 表示 的 直 积 玫 示 ae， 是 一 个 2 角 张 
量 家 示 ,个 矢量 表示 的 直 积 表示 a@o@……@a(P 个 ) 是 一 


个 了 级 张 竖 表示。 表示 对 象 的 个 数 或 表示 空间 的 维 数 就 是 
4?。 显 然 上 述 张 量 定义 对 任意 2 维 正 交 变换 均 成 立 。 
一 、2 级 张 量 表示 的 约 化 
(1 ) 任 一 2 级 张 量 表示 对 象 或 简称 张 量 可 如 下 约 化 
P= Sy A (5.4.3 ) 
相应 维 数 站 16 一 10 人 由 6 
这 表明 任 一 16 维 内 量 才 示 避 约 化 为 一 个 10 维 对 称 表示 和 
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一 个 6 维 反 对 称 表示 的 直 和 。 

证 ，V 一 CuCyo( Sip Ai,) 
一 Qiay oil 十 Cuiayodio 一 97 sz A 
显然 Sus=S,s Ah=—A’, 
因此 ， 如 果 把 16 维 表示 空间 的 基底 《 表示 对 象 ), 换 成 新 
基底 S (10 ) 个 和 4 《6 个 )， 则 16 维 表示 空间 可 分 为 二 
个 不 变 子 空间 ， 一 个 是 10 维 ， 另 一 个 是 6 维 ,16 维 表示 在 采 
用 新 巷 底 后 ， 就 可 约 化 为 一 个 10 维和 一 个 6 维 表 示 的 直 和 。 


我 们 注 间 到， 上述 分 解 对 任何 群 的 表示 对 象 均 可 成 立 。 

(2 ) 10 维 对 称 表示 可 进 一 一 步 约 化 为 9 维 对 称 表 示 和 1 维 
表示 的 直 和 。 

证 下， 引入 X 一 Treo (5.4.5) 


则 Sy = (S uv 过 X Ge) 十 六 X Gui 一 Spy 十 方 XO 


(5.4.5) 
在 正 交 怀 欣 下 ，S%” ,= Quy oS i= A oS" 1 二 十 Xo) 
一 aevoS 昌 十 ao 0s (TF xue) 一 S% 十 二 XSm 
可 见 ，- -之 6 在 正 交 变 换 下 实际 上 是 一 个 标量 《 ! 维 ) 。 
TrSYT SY anova LS h=0 


这 表明 SS .在 正 衣 恋 换 下 是 一 个 迹 为 0 的 2 级 对 称 张 量 (9 维 )。 
因此 ,如 | 只 以 新 基 记 So 于 X66 代替 旧 基 底 S,,, 则 10 维 表示 
空间 可 分 解 为 二 个 不 变 子 空间 , 即 一 个 9 维和 一 个 1 维 。 相 应 地 

10 维 过 示 可 约 化 为 9 维 不 可 级 玫 示 和 1 维 不 可 约 袁 示 的 直 和 。 

( 3 ) 6 纵 反 对 称 表 示 也 可 进一步 约 化 。 引 入 4 维 列 维 - 
西 维 塔 符号 ， 
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矿 如 果 ( 4,?,p,6) 为 (1,2,3,4) 的 偶 序 


t 


ypo™— 


一 1 如 果 (4,?,p,60) 为 《1,2,3,4) 的 奇 序 
(5.4.6) 
0 ”如 果 任 二 指标 相同 
则 有 
8 /oo 一 [lal cwiaQvrQ paQop8 hrcg 
8 oognyoo 一 41 这 是 因为 4 个 不 同 的 数字 共有 4! 种 排列 。 
Buypolay po— 3! Oyo 
Epy palappo—=2! (Guadsp— Oed,e ) 
Ejvoosa vo=1! (Ga Oop Oo+™— Dna Oy»y Go8— One Dd vaGoyt 
十 886,，6oo 十 ByG<6op 一 Gor6pGon ) 
对 于 反对 称 张 量 .4， 它 的 对 偶 张 量 4w 是 ， 


A ,一 到 seoo4 po (5.4.7) 
44 吕 有 下 列 性 质 ， 
(a) AD=—AD, (A2)= 4,, (5.4.8 ) 


(2 ) AD= 4,, ALD=A,s y -4 加 一 4 


AD= As! AN=A,, » Ay,=Ai, 
( 0c) 如 果 A,s 是 张 量 , 则 A? 。。 就 是 魔 张 量 。 因 为 列 维 一 西 
维 塔 符号 zu, 是 常量 座 张 量 。 Buv/ pc 一 buypc。 


> 


如 果 4% 二 4A, (5.4.9) 
则 4., 电 作 自 对 但 反对 称 张 量 。 
如 果 .42&= 一 4m (5.4.10) 


则 4, 叫 作 反 自 对 偶 反 对 称 张 量 。 
(5.4.9 ) 和 (5.4.10 ) 两 式 中 仅 有 3 个 独立 分 量 ，。 
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我 间 可 以 把 A 写成 


有 二 五 5 CAst 42 十 = 7 (A A )= Dt 9 
(5.4.11 ) 

显然 ， 有 DP ,= D,, (5.4.12) 
Log 一 一 -mr (5.4.13 ) 


因此 6 维 反对 称 张 量 可 以 分 解 为 一 企 自 对 偶 反 对 称 呈 量 
和 一 个 反 自 偶 反 对 称 张 量 的 和 。 可 以 证 明 ， 在 正 交 变换 下 对 
多 ww 和 uy 0, 分 别 构成 一 个 3 维 不 变 子 空间 。， 因 此 6 维 反 对 称 张 
盟 表 未 可 分 解 为 一 个 3 维 自 对 偶 反 对 称 张 量 表示 和 一 个 3 维 反 
晶 对 偶 反 对 称 张 量 表示 的 直 和 ， 

总 之 ， 由 (5.4.5) 和 (5.4.11 ) 两 式 ， 最 后 可 得 

bi = St XO Dnt fo (5.4.14) 

这 就 是 说 在 四 维 正 交 变换 下 ， 任 一 2 级 张 量 可 分 解 为 一 个 无 
迹 9 维 对 称 张 量 ， 一 个 ! 维 标量 ， 一 个 3 维 自 对 偶 反 对 称 张 量 
和 一 个 3 维 反 和 起 对 偶 反 对 称 张 量 的 和 ， 或 者 说 一 个 4 维 正 交 
群 的 16 维 2 级 张 量 尹 示 可 约 化 为 上 述 4 个 相应 的 不 可 约 张 量 表 
示 的 直 和 。 

二 、 三 维 转动 群 R 和 人 么 模 么 正 入 SU (2 ) ， 固 有 洛 仓 
兹 群 Ls 和 么 模 群 SL ( 2，¢ ) 的 同 态 对 应 。 

下 面 将 证 明 ， 物 再 学 中 二 个 极其 重要 的 群 R 和 Lp 的 全 
部 表示 可 分 别 由 SU (2) 和 SL(2, c) 二 个 群 的 表示 得 
到 。 为 此 ， 在 4 维 复 空间 ( mm ) 中 引入 一 个 所 谓 复 4 维 正 交 群 
Os。 设 变换 TOT, _ 
满足 条 件 Eat 


可 得 正 交 条 件 ， Quanup 一 5,。 或 OO 一 7。 


(1) OSL (C20) BIL c) 
.113。 


引入 二 个 复 4X4 正 交 扬 阵 


7 -hn 久 入 Ty 一 以 

-pb m 1 | -TU -9 

“| n-m 1 p | » 一 上 入 一 汇 

-0 -n -六 /! Lk vn A 
(5. 4. 15) 


菇 中 +m 革 22 十 如 二 1 二 入 十 z 十 v 十 p27 
我 们 注 立 型 包 正 交 抵 阵 的 条 件 zu/z/ 一 zezv 或 人 .4 一 了 与 
康正 矩阵 条 件 zu* zu/ 一 zue2Xs 或 LU 二 1 是 不 同 的 ， 
振 阵 4、 妃 有 下 列 性 质 ， 
(a) 可 以 证 明 4、B 分 别 构成 群 ， 并 且 是 O04 的 子 群 。 
(b) A=i. T+ ， B=M\+.x .5.4.16) 
式 中 多 和 .xy 分 别 是 自 对 偶 和 反 自 对 偶 反 对 称 矩 阵 ， 


0 pp-n | 
P= 0 mm 7 
:nm 0 pp | 


~-m -n-p 0 /| 
四 ?op 一 ab De= (e120Tast eBa) =P= D2 
(5. 4， 17 ) 
(c)A.B=B. A 
我 们 可 证 ， Oi; 二 A4@B。 为 此 先 证 ， 口 ;的 任 一 元 索 可 表 为 
.A4.B., 
考虑 无 穷 小 9 变换 
ao 一 Goo 十 oo，8oo 一 一 op 
4 :五 中 令 ! 一 ) 一 1， 其 它 均 是 无 穷 小 量 。 则 
(4 .DB)o=[(T 上 多 ) TTA) Td ot Det A 
其 中 多 ,wf 是 4.B 中 天 掉 对 角 元 这 1 后 的 反对 称 矩阵 。 
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如 时 要 求 Gpo= (AB ) po, 则 Bet oo0= 600 Boo 
十 .oz,。 
则 8 oo 一 殉 。o 十 .orev (5.4.18) 
( 5.4.18 ) 式 是 关于 m、n、p 和 Lk 、v、7 等 6 个 参量 的 6 元 
一 次 联 立 代数 方程 ， 它 一 定 有 解 。 解 为 


MI 一 去 (8ss 十 sk ) 1 一 二 (一 sis 十 sk ) 
p=$ (e+ £84) 

KH = (82) v= (es E24) 
T= (51 Es4) (5.4.19) 


因此 任 一 无 穷 小 O04 元 素 都 可 表 为 4、B 的 无 穷 小 元 素 之 积 。 
而 任 一 有 限 Os 元 素 可 表 为 
I( 44928307) 其 中 4 .20 均 是 上 述 无 穷 小 年 阵 ,但 


由 (15.4.17) 式 ,上 式 可 化 为 
Os= AWB AD 下 (Bo ) 一 4 有 (5.4.20) 


这 这 就 证 明了 GO. 的 任 一 元 素 可 表 为 4.，B。 又 由 (5.4.17) 
知 ， 对 整个 群 来 说 可 以 写成 
0,= A®B (5.4.21) 

( 如 果 a€.A4,bEB,OEO4, 则 当 O= (oa 8) ,0O'= (a’,b’)， 
且 O .0O’= (aa’, bb’ ) 就 说 O04, 二 4A4@B ) 。 

《 5. 4. 21 ) 式 是 表明 群 元 素 之 间 的 关系 ， 不 是 抢 阵 之 
间 的 关系 。 (5.4.20 ) 才 是 矩阵 间 关 系 。 但 是 ， 如 果 把 4 
当 作 上 宅 阵 ， 则 

OO 一 4@B8=C， 即 C==A4@B 是 O04 群 的 一 个 表示 。 引入 
非 奇异 常数 矩阵 
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"1 
i 
Se 
Si 
i 
4 
:DO 本 
一 OOF 
\__ / 


\ 0 0 —! 


使 得 A’=T-tAT=V I (5.4.22) 

B'=7T-1BT=I@W (5.4.23) 

其 中 = ， irip mn (5.4.24) 
— (m+tin) {I—ip ， 

WV= A—ix ptiv\ (5.4.25 ) 


— (uiv) 十 和 证， ~ 
和 ”detWV==detV= 1， 即 矿 、 WV 是 属于 SL(2, c) 群 。 
证 :由 直接 计算 得 ， 


[+ip 0 m— in 0 
4 0 lt+ip 0 | 


—《m 十 in) 0 I—ip 0 
\ 0 -m+in) 0 Il—ip 
_ ltip m—in\voaf!l 0 
mtin) I—ip 1®@ ‘0 1 =V I(5.4.26) 
A—in H+tiy 0 0 
B/= (iy) 和 tin 0 0 
和 0 0 A—irn H+iv 
0 0 —(4—iy) 和 十 4 


| :A—i iy 
so 1 )®{ iy) Ki ) 
=I@W . (5.4.27) 
0,=7T7-:0,T=T"ATT-!BT= A’B’ 
=(V®I) (TOW)=(V .DOU- W)=V OW* 
(5.4.28) 
这 表明 矩阵 已 ,一 广 @@ 丈 和 移 阵 D,= 4 B 是 等 价 的 ， 
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由 (5.4.26 ) 式 知 
O4=S7(2c)@SL(2c) (5.4.29) 
即 O 4 群 同 构 于 二 个 2 维 复 么 模 群 的 走 积 。 
(2) Ri SU(2)BSU (2) 。 
证 明 , 在 实 空间 内 4 维 复 正 交 群 O04 变 为 4 维 针 动 群 Rs 
这 时 4，B 的 算 阵 元 都 是 实数 ， 二 个 么 模 和 矩阵 广 , 矿 均 取 下 述 
形式 ， 即 


X= 0 b, detX=a+bb*=1 
一 DY a* 
显然 + a* —b \ a b | 0 、 一 
XA or bo 1)™! 
因此 下 是 SU (2) 群 的 一 元 素 。 所 以 
Rx SU(2)@SU (2) (5.4.30) 


或 4 维 转动 群 辐 构 于 二 个 2 维 么 模 么 正 群 的 直 积 。 

(3 ) SU(2)~Ps 

证 明 ， 在 下 述 (5.4.31) 式 中 , 令 和 =1, HA 二 m，p=n， 
x 一 户 ， 并 且 全 是 实数 ， 则 


R=A.B 
十 外 十 1A 一 4072 一笑 开 Jr 十 思 十 由 7 十 9 
(Tat+ph)+myt+ng Ntnvy—muk ~—pan 
| fy 十 nA+tmzti+pn — (lp+mi)+nrz tpr 
0 0 
—(ly+nX)+mr +pu 0 
lu+m\+nnt+py 0 | wei 
[Ai+pn—mu—ny 0 1s 
0 1 7 


并 且 有 达 =V*， 即 RoxV@V* 或 SU (2) 同 态 于 三 维 空 间 转 
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避 群 。 

我 们 注意 到 :RR; 中 一 个 元 素 可 与 SU (2) 属 中 二 个 互 束 一 
负 号 的 元 素 对 应 。 邑 SU (2) 与 玉 s 同 态 ， 但 是 民 * 并 不 同 态 于 
SU(2) 群 。 但 以 后 我 们 仍 说 ，SU (2) 和 矩阵 是 R 群 的 双 值 囊 
示 。 

(4)SL(2 ,~L, 

证 明 ， 利 用 (5.4.15) 式 ， 可 得 . 


+m nyp~pan rt+pAi+myvt+tng 

4.B —(la+ph)+myvi+nn linv—mu —p 
y+nA+maitpnu 一 (1U +m\)+nntpy 

1 一 MAX 十 9 一 访 ? 12 十 力 4 —man—n\ 


一 [1 十 9) 十 9 十 pH 7114 一 几 十 2 工 一 访 ? 
In Fmit+nrtpyr % 和 一 82 十 力 H —m™n 
Bpan—mk 一 外 7 加 入 一 1 十 人 7 一 0U 
[x—pA+mv—nh 1 入 十 miU +nv+pr 


(5.4.31) 
为 了 满足 工 ,变换 矩阵 元 的 实数 性 条 件 ， 在 (5.4.31) 中 令 
和 A=/* Hn* v=n* n=p* 
代入 (5.4.27) 和 (5.4.28)， 可 得 
WW=V* 


因为 在 (5.4.29) 中 二 个 SL(2,c) 和 矩阵 仅 一 个 是 独立 的 。 所 以 
有 、 
L.~V PV™* (5.4.32) 
或 9 上 (2,c) 同 态 于 固有 洛 仑 兹 群 二 。 
应 注意 到 ，(0) 把 (5.4.29) 式 写成 (5.4.32) 式 时 , 荆 , 中 一 
个 元 素 同 时 与 SL(2,c) 中 二 个 互 差 一 个 负 号 的 元 素 相对 应 ， 
所 以 SL(2 ,co) 群 同 态 于 L,。 但 是 上 ,并 不 同 态 于 SL(2 ,0) 群 ， 
但 以 后 我 们 仍 说 ，SL(2,c) 和 矩阵 是 国有 洛 仑 效 群 上 ,的 双 值 宕 
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不 。 

(6)R, 群 和 上 , 群 的 差别 ，R, 群 是 紧 致 李 群 ， 它 有 人 么 正 表 
示 。 但 已 群 是 非 紧 致 这 嫩 ， 只 有 么 模 表 示 。 

最 后 ， 我 们 终于 把 及 群 和 厂 , 群 的 表示 问题 化 为 求 二 个 边 
简单 的 SU (2) 和 SL(2c) 的 表示 问题 ， 


$5 SU(2) 群 的 表示 


设 有 一 复 2 维 空间 , 基 失 是 人 ) (5.5.1) 
变换 矩 咱 : 
‘a b 
M= | 。 了 (5.5.2) 


满足 么 模 条 件 detM=ad 一 bc 一 1 


_ 类 来 :dd 一 
和 人 么 正 条 件 对 "= 叶 或 ， bs 了 1 一 ( —¢ a 


故 得 d—a* ,C=—b* - (5.5.3) 
利用 (5.5.3) 式 ， 可 得 
a 已、 
| (5.5.4) 


由 (5.5.4) 和 (5.5.2) 式 知 ，SU (2) 群 仅 含 培 一 1==3 个 参量 。 

下 面 我 们 要 找 凡 SU (2) 群 的 在 (27 十 1 维 空间 内 的 不 可 
约束 示 。 为 此 ， 我 们 由 妇 、 纪 构成 (27 十 1) 维 线性 空间 的 基 
扰 ， 

| po ud, pADu Dp 
poi = ts) (5.5.5) 
其 中 2j 值 取 为 0 或 任意 正 整 数 。 
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a ma HM TE te 


rel em rp ee 


可 以 证 明 ， 六 一 (po 中 ,P,P ， p41 中 是 SU (2) 群 
的 (27 十 号 维 表 示 对 象 。 
pad = De pd 
其 中 D9 就 是 SU(2) 群 在 这 个 线性 空间 内 的 (27 十 1) 维 表示 、 
证 明 ， Pr dus t= (aur+ bul) A(— b*u, 十 Get 


-| Dp “(2j—h) (2j = kl) 和 (2 和 KR- 风土 1) Cau)" 


m= 0 


~ | 
x bu)" x KD (kr2) Kn) (beg)t-"x 
了 人 nm0 


2 
* # | pp? 《2 了 一 《一 mi 一 12 mtn) 一 
x(a*us)" l= 七 #1 Us" 二 
(m+n)=0 mT 
2 (7D) ， (7) DD (用 
= TD ued Du dD pi 


1=0 kl 
(5.5.6) 
其 中 ， 1 取信 范围 是 0 一 27 。 
不 难 证 明 ，(5.5.6) 变 换 构成 群 。 因 此 (5.5.6) 是 SU (2) 
群 芍 一 个 表示 。 这 是 一 个 (2 十 1) 维 的 表示 。 由 于 SU (2) 群 
同 态 于 三 维 转动 群 Ra, 因此 它 也 是 Rs 群 的 (2j 十 1) 维 表示 。 
我 们 把 基 矢 PoO= (PoP1D…Ps 中 ) 叶 作 3 维 实 空间 前 27 


级 放量 .特别 当 j 一 二 时 , 基 矢 Po {( Pr = (各) 


8 
=—# 
全 做 3 维 实 空 间 的 一 级 基本 旋 量 。 
由于 SU (2) 是 紧 致 李 群 ， 因 此 它 应 有 么 正 表 示 。 为 了 得 
到 这 个 么 正 表 示 ， 引 入 新 基 矢 : 


"120， 


+ 2 和 
WU ai" 1 "Wy 


VOtm! Om! VO ak 
Pe 
= (5.5.7) 
其 中 m==j 一 &， 当 人 值 取 0- 了 时 ， 
m=—j, 一半 1， 1 


可 以 证 明 ， 把 (5.5,7) 式 作为 (27 十 1) 维 线性 空间 中 并 
天 时 ， 作 SU(2) 变 换 ， 可 以 得 到 . 
nN (m= -7, -1+1," ,1—1,7)) 
证 明 :两 边 苞 以 (2 让! 后 ,得 
左边 ， U1 2 12j— ky, 62 fh 


(27—R)! hl 


(2 1 10, i/ nw 二 (2 门 ! 工 2 
k=0 

= (WN 二 Wd ) ?i 

石 这 ， CD， 1 二 (十 tsW)*  。 即 证 。 
下 以 证 明 ， 上 述 (27 士 中 维 么 正 玫 示 和 矩阵 元 是 ， 


i 


/ 
Dn = 


nm NIV OFm (Im (+m) (I—m’)! 
CD EON TO mt 


xaitm-ligtf-m/ -ib*itm/ 一 mBI (5.5.8) 
,，m/ 耻 债 范 围 是 ~ 一 j 十 1,…,j 一 1,j.1 取 值 范围 是 ， 
之 0， 之 m 一 m/ 中 最 大 者 为 下 限 值 ，<j 一 % 和 之 j 十 坟 中 最 小 
和 力主 限 证 
便 1， 当 j== 习 , 则 SUC2) 群 的 表示 是 D1 ,my ,wm 可 取 
1 ， 
一 。， 3 值 ,利用 (5.5.8) 式 ， 可 以 得 到 ， 


* 12L， 


Dz 1/2 二 (-1) o (1) HO! 0! gigropsobo mg 


011 10101 
172 1/2 1 /2 
类 似 可 得 D =60,D =-b*,D 0* 
W212 -W212 -oa 
因此 DA 为 
a D、 
| —b* a* ) 


例 2， 当 7=1， 则 表示 应 为 D!，m/ .mw 可 取 ~1，0,1 值 ， 
由 (5.5.8) 式 可 得 ， 


万 4 一 ( -1)-1(-1)! V2! O01 1! 11 ala*ob*0bi—, /9ab 


lt 1 0 O01 
类 似 可 得 到 其 它 的 矩阵 元 ， 最 后 得 ， 
a? v2ab b? 
Di=| -v2ab* aat—bb* Voa*b 
Db*2 9 a*b* a*2 


我 们 可 以 证 明 ，(o) SU(2) 群 所 有 的 表示 Di 都 是 不 可 约 
的 , 而 且 SU(2) 群 所 有 的 不 可 约 表示 均 为 D' 所 穷尽 。 特 别 是 
所 有 的 Di 的 复 共 因 表 示 D* 和 Di; 等 价 。 

例 :DI 人 “和 六 "等 价 .这 是 因为 Me= (eo 6* 


和 M= _?。 2。 的 特征 标 相等 。 


人 来 
(6) 克 苞 布 邦交 登 定理 ， 车 SU (2) 群 二 个 么 正 表示 分 别 
是 Dn 和 D2， 一 Dn 


.122 ， 


nN :=D ? 


/ 12 
则 Di@Dr=D OD 全 全 四 的 万 (5.5.9) 
等 式 右边 任 一 不 可 约 表示 的 么 正 表示 的 对 象 1w 可 表 为 等 式 
左边 两 个 不 可 约 骨 示 对 象 的 直 积 ， 表 示 对 象 n 页 " 吉 的 
线性 组 合 。 即 
Ns 二 工 


jian | jm) 中 用 三 《5.5.10" 


其 中 系数 叫 作 殉 莱 布施 - 匡 登 系数 。 它 的 表 式 是 ， 


,x - 1 
<iijamm lim>= 5) X /OFT 


[2 十 DC 十 户 一 访 1G 十 六 一 和 1 十 ja 一 PIG 十 AD。 
A mi 和) 1 


C1) 1 十 D1 一 91) 1 (fo 十 192) 1 (js—m2) 1 


(Js 十 zs 一 入) (7 一 太一 ma 十 入 ) 1 (5.5. 11 ) 
所 允许 的 到 值 范 围 是 使 (5.5.11) 式 中 分 母 中 阶乘 不 出 现 
负 整 数 阶乘 的 所 有 和 值 。 


例 ， js=1/2, 则 之 拉 寺 m1 lz > 之 值 如 下 表扬 示 ， 


nk 

| 7 站 2 
2J1 士 : 

Yi 
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86 SL(2,c) 群 的 表示 
设 有 一 2 维 复 空间 = (”。! | 内 的 变换 ， 


( Wl )=M( ,! ) (5.6.1) 
变换 和 矩阵“M=- ( 9 ，) ， 满 足 么 模 条 件 
detM=ab~—bc=! 
则 由 灾 换 轩 所 构成 的 群 叫 SL(2,c) 群 。 它 含有 2m* 一 2= 6 个 
参量 . 
由 于 变换 允 和 其 复 共 斩 变 换 M。 


人 7 /i :a* b* 、 
， | 1= 人 ”| ue ) M*= Ce d* ) 
(5.6.2) 


是 不 等 价 的 ， 因此 有 必要 扩充 表示 空间 的 维 数 以 把 复 共 轿 表 
示 包 含 在 内 。 

因此 ， 由 四 个 分 最 #44,、w4*42*， 构 成 的 (2 十 1) 《27 十 
1) 维 线性 矢量 空间 的 基 矢 ， 

Poo N=, pad du lg , pro 
= 2 

pii’) = ,pon (77) 


(117) 27 2j1 


一 人 27 一 8 涂 27/ 一 有 7 有 汪 有 ns ~ 
Ue ul WU, Us Pe2jr21/ = 2 


其 中 27、27' 是 0 或 任意 正 整数 ,RkR、k' 取 信和 范围 是 
0<A<27 0R 27 
现在 证 明 ， Pii’ = (poodi’?, Poii™?, prortil) pa “) 后 
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sSZ(2c) 详 的 (27 十 D)(27" 士 D) 维 表示 对 象 , 左 变 换 (5.6.D) 


-和 (5.6.2) 下 
(ji7) Qj) (117) 了 了 《872) 
p, =D 7 7 / =D DD up, 
有 m1t prt hl kl 
其 中 Di 是 SL(2c) 群 的 (2 十 1) (2 十 1) 维 表示 ， 
、 《7 7]) 2j 一 有 天 ¥2j/ A/ RI 
证 明 ， 因为 pr 一 《4 us ) (ui us ) 
(万 (i) 
4) 一 “ ne 


即 知 Pss’ 是 闵可夫 斯 基 空间 内 的 ( 2 二 27”) 级 旋 量 ， 
例 ; Dun, p=p (1 2%) ,pb ! 人 一 (wit) 是 1 
级 旋 量 。 
门 o172， p12 pl?) p142) ‘= ( U1*, us* ) 


是 1 级 复 共 罗 旋 量 。 


1/2 1/2 1/2 1/2 (17 2)17 2) 17 217 2) Cf 2.1 2) 
DY p22 (pH ED pl 2 , pli/ al 


p' /只 /2 ) 是 2 级 混合 旋 量 ， 
它 的 表示 是 ， 
、 aa* ab* ba* bb* 
类 天 奉 > 
站 17121742(0M . M*)= 区 og, hes 党 
ce* cda* dc* dd* 


a D a*Db* 


一 cd ;8®( c*ad* ) = MOEM" 
可 以 证 明 ，(a ) SL(2c) 群 所 有 的 上 述 Dii’ 吉 示 都 是 不 
可 约 的 ,并 且 SL(2c) 群 的 所 有 不 可 约 豆 示 均 为 Di1' 所 穷尽 ， 
Di/ 没有 等 价 的 么 正 表 示 . 
(6) Di’(M. M*)= Di(M)@D (MM*) (5.6.4) 
因 D wi = Di Di,. 所 以 Di1! 的 表示 对 象 是 ， 
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a 
ome ee 

nih vt ra ee re" 

ti At eH 


U1l To! Wi*i/ +m/ Us*!/ —m/ 
VOTmMUm Vm mY) 

m、m/ 取 值 范围 分 别 为 -7 ,Cj 十 1…j 一 1,7; 和 -77 ,1”/ 
十 1 一 4 我 们 注意 到 ， 由 于 也 5 是 不 可 约 的 ， 因 此 
Di@Di' 不 能 按 克 莱 布 施 - 戈 登 定理 展开 .。 

(c) 广 义 克 葬 布 施 - 戈 登 定理 

如 果 SL(2,c) 的 二 个 表示 分 别 为 D111 和 Diaia/， 有 

T1117 jl ji jf/ 


n =D 一 一 /六 


一 一 
mm Tr mimi mim’1 


jj 
iH, 二 


了 入 了 i, 72737 
如 2 一 也 ， 2 了 2 7 2 
1m ,1m 1 ,sm 和 | 


则 ii ®D’ 7 (DT Diiti2-1,i ths, 
® Diitiss tll Dirtiaml, 111" 2-l 
四 DID 

oy 
等 式 右边 任 一 不 可 约 表 示 的 对 象 7 wm, 可 表 为 等 式 左边 的 直 


(5.6.5) 


积 表 示 对 象 1 如 人 后 js 的 线性 组 合 ， 有 


ji/ 


Mmm ,fhmm lim> i Im mim > Xx 
罗 / 一 二/ 1 + 约 12 
7 7 7 了， 1 7 
Tm Tm mh (5.6.6) 


87 R: 群 的 表示 

由 于 SU(2) 群 同 态 于 Rs 群 。 我 们 可 以 证 明 . 

(9)SU(2) 群 的 全 部 不 可 约 表 示 Di， 当 ij 是正 整 数 或 27 = 
偶数 时 ， 即 Rs 群 的 一 个 张 量 表 示 。 当 7 是 半 正 整数 或 
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2j= 奇 阁 时 , 它 是 一 种 不 能 化 为 张 量 表示 的 新 表示 叫 作 呈 , 群 
的 国有 旋 量 表示 简称 旋 基 表示 。 

(5 ) 及 ,和 群 的 张 量 表示 是 单 值 的 ， 旋 量 表示 是 双 值 的 ， 
` 如 前 述 , 忆 , 群 中 任 一 转动 对 应 于 SU (2) 群 中 的 二 个 从 隆信 ， 
-237 


| 1 i=Mi 41 ) 


Wy Us 
UW 4 1 一 如 
ng (= ~ Ws 1=M\ 2 ) 

这 就 是 已, 群 的 最 低 维 (2 维 ) 表 示 ， 它 是 一 个 双 值 表示 。 对 于 
一 般 的 (27 十 上 ) 维 表示 ， 分 别 为 

P%= DinPi= Di us 

(5.7.1) 

P=DAP= Da 41) TT( ~ua)'= ( -1) J DP 
可 见 ， 当 27 一 偶数 时 ， 即 ;一 整数 ， 相 应 的 表示 是 张 量 表示 ， 
并 且 是 单 值 的 . 当 27 一 奇数 旺 , 即 ;一 半 整 数 ,相应 的 表示 是 旋 
证 表示 ， 并且 是 双 值 的 ,Rs 群 的 二 类 表示 可 用 图 4 表示 如 下 : 


张 量 表示 : / 为 整数 旋 量 表示 :， 为 半 整 数 
人 a 
R431 R(3) 
M 
SU{2 ){ DAUY) 一 
M SU2ND') M -MM 
了 
SU(Q2XD') phas SU21 DY) Da) 
单 值 表 去 图 4 双 值 表示 


例 ， 下 转 劲 群 凡 中 ,可 用 尤 拉 角 (c，B，?) 来 表征 任 一 
元 素 ， 相应 于 SU (2) 群 有 2 个 ? 维 的 么 模 么 正 吞 阵 作 ， -M. 
+M= + e 一 去 ”os 二 Re 二” e 二 ” sin 吉 Be 去 '? ) 
| 3 bak 本 ee 二“ cos 二 Be 二“ 
(5.7.2) 
特别 对 绕 了 轴 转 动 8， 放 为 


= cos$p sin$p 
+ 一 二 | -sin#pB Sg ) 


相应 的 表示 对 象 的 变换 是 
Wl \ ”COS 各 Sin 去 4 
w! 1 + (sa 人 6 6 ( : ) 
(5.7.3) 
(5.7.2) 和 (5.7.3) 正 是 转动 群 R, 的 基本 表示 D!?。 它 是 一 
个 双 信 的 旋 量 表示 。 一 个 在 zz 平面 内 的 矢量 天 = (V1, 玉 ,)， 
当 坐 标 轴 绕 Y 轴 转动 8 角度 时 ， 此 2 维 矢量 的 变换 冠 阵 是 
;cosp Sin 有 ) 
\ —sinpg cosA 
即 
-Vi co in 
\ 7 j= 3 Sa) '\ py ) (5.7.4) 
雍 较 (5.7.3) 和 (5.7.4) 两 式 就 可 知 一 级 旋 量 和 2 维 矢量 在 
好, 群 变换 下 的 类 似 和 差别 。 
§8 ”固有 洛 仑 获 群 的 表示 
由 于 SL(2c) 群 司 态 于 加 有 洛 伦 兹 群 Ls, 我 们 可 以 证 
:» 198。 


沪 ，(a) ”SL(2c) 群 的 全 部 不 可 约 央 未 D1 ,站 ( 人 (7 二 六) 是 正 
整数 或 2(j 十 站) 是 偶数 时 ， 它 是 固有 洛 伦 次 群 工 的 张 量 表 
本 。 当 (747 ) 是 半 正 整数 或 2(I 十 让) 是 奇数 时 ， 则 它 是 一 种 
不 能 化 为 张 量 表示 的 新 表示 吗 作 轩 有 洛 伦 效 群 的 加 有 旋 量 ; 
去， 简称 旋 量 表示 。 

《2) 固 有 洛 伦 兹 群 上 se 的 张 量 表示 是 单 值 的 。 旋 量 表示 是 
双 值 的 ， 

为 了 得 到 (@) 中 结论 。 先 证 D1 人 2 是 国有 淡 例 兹 群 Lp 的 
天 盟 表 示 ,我 们 知道 2 级 泥 合 旋 量 4*。。 和 赔 可 尖 斯 其 矢量 是 等 
价 的 。 设 有 变换 人 ， 有 


一 
一 Te 
其 中 
fo0 1 1 0 站 0 1 -全 
1 i0 i-i 0 -1 _1 1-i 0 0 
IT Ya 0 0-1l,T = YF 1+ 0 0 
i 0o 0 \0 0 -1 -让 
(5.8.1) 
Vi 
= | 区 | 是 闵可夫 斯 基 空 间 中 的 矢量 ， 
V, 
U11* {Poo 
ia zol 本 4 £ El 
0 一 | 2 是 2 级 混合 旋 晶 
21 10 
U22™ Pir 
利用 (5.8.1 ) 式 ， 可 得 ， 
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ere bee wh 


古 , 一 豆 (z is*# 十 2 2 d= 凤 一 
WE di2* = Wi, 
也 s = 过 (U11*— 2*) Us *= Wi 
LO AC laa = — Ws—iy, 
(5.8.2) 
因此 W'=TD/2T-1Y (5.8.3) 
可 以 证 明 ,TDY 27: 是 洛 伦 兹 变换 矩阵 。 由 于 "222 和 
TD207 :等 价 。 所 以 站 "是 矢量 表示 ， 相 应 的 表示 对 象 
就 是 闵 夫 斯 基 空 间 内 矢量 。 
再 由 数学 归纳 法 和 用 克 菜 布施 - 戈 登 定理 可 以 证 明 ， 当 
W 十 门 等 于 整数 , 则 只 能 是 /7 了 同 是 整数 或 /7.7 同 是 半 整 数 ， 
并 均 可 由 忆 ”” 的 多 次 直 积 表示 得 到 ， 而 按 克 莱 布 施 - 戈 登 定 
理 展 开 后 都 是 张 量 表 未 。 
对 于 《2 ) 中 的 论证 ， 如 前 述 ， 固 有 洛 伦 兹 群 乙 z 的 任 一 
变换 对 应 于 ?二 (2?，2) 中 二 个 么 模 竹 陈好 ，-M 。 
i MM! t=-M: =M: Tt ) 
六， Wd 一 2 ! 
其 (27 士 六 (2 十 昌 维 才 东 对象 分 六 |; 
Pps = Dei ,Di ph iv 


bb 
— 7 j 27-1 i 2 -1 1 
= 万 站 和 Ui oH" i Ws 


PP’)= pf DIP Hs Di Di A(t ) x 
Ca) 2 a) = C1) 2 Di Dap (5.8.4) 
可 见 ， 当 27J 十 27 一 偶数 ， 也 就 是 /十 7 是正 整 数 时 ， 者 示 是 张 
若 表示， 而 且 是 单 值 的 。 当 27 十 27 一 奇数 ， 也 就 是 /十 了 是 灶 
正 整数 时 ,表示 是 旋 量 表示 ,而 且 是 双 值 的 .固有 洛 伦 效 群 乙 e 
的 二 类 表示 如 图 5。 
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张 重 表示 :(J+Y 了) 为 整数 旋 最 表示 :( J+ 了 ) 为 半 整 数 
a 


Lr 
Lr 
SL2, CD -MM SL2,CXDY) M ~- 
SU CUD SL2 CN DT) 
Dii(a) Di+(@) -Di7{ay 
单 值 表示 图 5 双 值 表示 


两 点 注 记 ，(1 ) D!r 表 示 的 如 化 情况 。 在 固有 洛 仑 兹 变 
换 中 仅 是 纯 空 间 转 动 变换 情况 下 ，M 和 和 M* 是 等 价 的 。 并 
且 是 SU (2) 矩 降 , 因 此 Dr=Di@BDi 中 Di 和 Di 是 属于 上 bp 群 
的 子 群 ,的 二 个 表示 。 按 克 荣 布施 - 戈 登 定理 可 展开 为 R， 
群 的 不 可 约 表示 的 直 和 . 相应 地 此 冉 表 示 对 象 由 7 是 及 :和 群 玫 
示 对 象 1 ;和 17 之 积 1 玉 1 了 .这 就 叫 作 人 六 表 示 的 退化 情况 。 

(2 ) 在 洛 仑 兹 协 变 (Lp) 的 基本 粒子 理论 中 ， 我 们 认为 
基本 粒子 的 波 函 数 是 Lp 群 的 各 种 不 可 约 表示 中 的 表示 对 象 。 
而 任 一 复合 粒子 则 应 是 Lb 群 的 可 约 表 示 ， 或 Lp 群 的 不 可 约 
表示 的 直 积 表示 。 按 克 菜 布施 - 戈 登 定理 ,可 约 表 示 总 可 以 分 
解 为 一 些 不 可 约 表示 的 直 和 。 这 就 反映 了 复合 粒子 可 看 作 册 
基本 粒子 所 组 成 的 这 一 事实 。 


89 旋 量 分 析 
场 方 程 在 洛 仑 兹 变换 下 形式 不 变 ， 要 求 场 方程 的 每 一 项 
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在 洛 仑 兹 变换 下 应 具有 完全 相同 的 变换 人 性质 。 例 如 ， 场 方程 
中 每 一 项 都 是 洛 仑 兹 标量 ， 党 仑 效 矢量 … 等 ， 这 等 于 要 求 整 
个 场 方 程 有 茶 一 确定 的 洛 仑 兹 变换 性 质 。 通 常 我 们 把 这 叫 作 
场 方 程 具有 洛 仑 兹 协 变性 。 由 于 加 有 洛 仑 兹 群 p 的 全 部 不 可 
约 表示 站 六 不 是 张 量 表示 就 是 旋 量 表示 ， 固 此 任 一 个 洛 仑 区 
协 变 物理 方程 只 能 表 为 洛 仑 兹 协 变 张 量 方程 或 洛 仑 兹 协 变 旋 
量 方程 的 二 种 形式 .在 这 二 类 表示 中 , 场 函 数 不 是 张 量 就 是 施 
量 。 关 于 张 量 分 析 是 大 家 熟知 的 。 这 一 节 我 们 介绍 旋 量 分 析 
以 及 它 与 张 量 分 析 的 关系 。 

一 、1 级 旋 量 叫 作 基本 旋 量 。 最 低级 旋 量 就 是 旋 量 表示 
12 "一 万 122 和 万 ”一作 “的 表示 对 象 。 

w= | 人) 和 ee 人) 


任 二 个 旋 量 w、v 或 sw*、v* 可 构成 不 丈量 


Ui V2 HV WV WV 


sp ， 
2 ke be 


(5.9.1) 

这 两 式 的 证 明 ， 只 要 以 

2 =auU1 二 bus #2 =cut dus 

ui 一 GU 十 bu， Vs 一 CO 十 du 
代入 (5.9.1 ) 式 ， 再 利用 么 模 条 件 ， 就 可 得 证 。 

引入 常数 度 规 第 阵 

(gD)= 0 -9 = 1 0 ) 

(5.9.2» 


及 变换 u"=g"ue (a,P=1, 2) 
(5.9 .3a) 


加 
2 一 0 Hus 


其 中 避 及 u*“《a 二 1，2) 分 别 叫 作 逆 变 斤 最 和 共 轿 逆 变 其 


景 。 
bo 一 9op28 , . 
0 一 1 \ 
1 (9-p) 一 1 0 | (5.9.30) 
或 : ul i 0 1 、 U \ 1 2 
uj -1 0| 人 | 即 = 
(5.9.4) 
{ uli* 1 0 1\: 4u * 
(ee 
(5.9.1 ) 式 可 写 为 
Wt vt gg 
(5.9.5) 


W101 U2 MU ga Vg Op 二 
《5.9.5 ) 式 表 明 任 二 个 1 级 旋 量 的 标 积 在 洛 仑 兹 变换 (Lp) 下 
是 一 个 不 变量 。 但 应 该 注意 到 g 54ov*。，9g ?4a*vg 并 不 是 洛 仑 


兹 变换 下 的 不 变量 ， 固 此 不 能 称 作 标 积 。 
下 面 我 们 指出 (5.9.5 ) 式 有 下 述 性 质 , 由 度 规矩 阵 


9") 的 反对 称 性 可 得 ， 
(aJgrausop= 一 g2“4o0p 或 4 一 -us (5.9.6) 
gmp=— gh Ue Ve Va 
(b)g’Hu up= gu dp* 0Dud 0 (5.9.7) 
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me 


这 表明 ， 一 级 旋 量 的 长 度 昼 为 0。 

(Cc) gs"(vevaw ,devywa 十 dvewg) 二 0 《( 留 作 习 题 ) 

(5.9.8) 

二 、 高 级 旋 量 

出 克 菜 布施 - 戈 登 定 理 知 ,可 用 一 级 旋 量 的 积 构成 任意 高 
级 旋 量 。 

例 ， ze 一 ts 是 一 个 2 级 旋 量 ,wo 一 tvs* 是 一 个 2 级 
混 合 旋 量 。us 二 ov?w} 是 一 个 3 级 混合 旋 量 。 

因此 ， 任 意 高 级 旋 量 在 SL(2，c) 群 变换 下 的 变换 性 质 
可 仿 上 例 定 义 。 

高 级 旋 量 有 下 述 一 般 性 质 : 

(@o) 园 一 类 协 变 和 逆 变 指标 (都 不 带 星 号 或 都 带 星 号 的 指 
标 ) 缩 并 ,使 旋 量 降 2? 级 。 


例 ， Uiyg? "二 


Wg 


(25) 任意 奇数 级 旋 量 的 长 度 是 0. 
例 ， Uapyd Hr Uo PU, Nog = 
= Uy rs, = 0 


(Cc) (Uapat*3) ”=p 


(q) 旋 景 对 于 交换 无 星 指标 和 有 星 指 标 是 对 称 的 。 同一 
类 指标 无 一 定 的 对 称 性 。 但 是 ， 如 果 高 级 旋 量 系 由 一 级 旋 量 
的 乘积 组 成 ， 则 此 高 级 旋 量 对 全 部 指标 都 对 称 。 


(e) 当 (2j 十 2 门 级 旋 量 的 (I 十 门 为 整数 时 ， 此 旋 量 是 洛 
仑 益 张 量 ， 否 则 叫 固 有 旋 量 ， 

三 、 许 和 量 微 分 

(0) 最 基本 的 微分 运算 是 梯度 运算 。 在 闵可夫 斯 基 空 间 
中 ， 梯 度 运 算是 一 个 矢量 算 符 ， 由 2 级 混合 旋 量 xess 与 矢量 
,之 闻 的 关系 

2 一 A 2T'Y (5.9.9) 
其 中 7 是 《5.8.1 ) 式 。 

可 由 矢量 微分 算 符 定义 旋 量 微分 算 符 ， 

11#=202 194 = ,128 二 01 一 199 二 29291 

~ (5.9.10) 


331# 一 91 十 ?3 一 9182 EP 


或 


91 = (0214+ 90129) 34 = C9219 一 9124) 
(5.9.11) 

23 一 去 (ait# 一 92a29) 214 一 一 去 1(2114# 十 3272 昌 ) 
可 见 ， 在 洛 仑 兹 变换 下 ， 旋 量 微 分 算 符 的 变换 性 质 和 二 级 泥 
合 旋 量 4.6* 相 同 。《5.9.10 ) 和 (5.9.11) 式 是 矢量 微分 和 旋 
量 微 分 之 间 的 变换 关系 ， 

(2) 矢 量 的 获 度 的 旋 量 式 

9uu 二 一 二 9ap#U A* (5.9.12) 

证 明 ， 由 (5.8.2) 和 (5.9.11) 两 式 代入 上 述 左边 ， 并 考 
虑 (5.9.4) 式 ，， 


1 1* 
Ui gl 从 2 间 一 一 下 2 
染 
22 1 间 一 一 1 
即 可 证 。 
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《c) 达 归 员 尔 算 符 的 旋 量 表达 式 

[DI#=2,9,$ = 一 十 34px2 "8* 功 (5.9.13) 

证 明 ， 由 (5.9.11 ) 和 《5.9.4 ) 两 式 代 入 上 式 左边 并 
定义 党 省 党 

3° = gg? 6 ap 

邯 可 证 。 

例 ， 考 克 斯 韦 方 程 , 

[中 生 0 的 放量 形式 是 7 -as 一 0 

9,4,=0 3ops.A"s 一 0 

其 中 4 一 [7T(C4oe) 


狄 拉克 方程 ， 
(rut hk) Y=0 


其 中 ,p= 9,) =(2 ) x={ > 


的 旋 量 形式 是 3 vB 音 们 “一 了 民 Xp 这 
3 


由 上 可 知 ， 旋 量 微分 运算 和 张 量 微分 运算 可 以 互 换 ， 但 由 寺 
工 z 群 的 张 量 表 示 和 放量 表示 一 般 并 不 等 价 ， 因 此 洛 仑 兹 协 变 
场 方程 的 二 类 不 同形 式 并 不 等 价 。 按 克 革 布施 - 戈 登 定理 , 张 
量 可 表 为 旋 量 的 直 积 而 旋 量 不 能 考 为 张 量 的 直 积 。 从 此 意义 
上 说 ， 最 基本 最 普遍 的 洛 仑 兹 协 变 场 方程 是 旋 量 形式 。 


$10 自 旋 和 转动 群 


考虑 闵可夫 斯 基 时 空 内 某 个 物理 场 量 。( x,) 。 由 洛 仓 
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兹 协 变 《 上 5 )》 场 论 知 ,加 (zx ) 应 是 固有 党 仑 兹 群 ( 上 上 # ) 的 
某 一 次 示 D” 的 表示 对 象 ， 在 无 穷 小 洛 仑 兹 变换 下 ， 
TT OteEm)L, (sw 一 一 su) 
(5.10.1) 


多 ( zx ) 应 发 生 相 应 的 变换 
pe (x, ) = Diis pp (Cx,) 


其 中 并 示 答 阵 。 Di ( aw)=Diis (6%mtsw), 可 按 索 
勒 级 数 展开 


, 2 站 入 
Deis6wt em)= DD 6) te | sw 十 Ce 人 


入 .十 去 guoae (5 . 10 . 2) 
式 中 
Dp’ 
a Des 二 一 
Top 2 本 e =0 一 I ,sap 
是 一 常数 矩阵 。 
因此 p(x ) =( Gig 十 本 Esl nvsap) PolT,) (5. 10， 3 ) 
或 SYAz) = (7 — Yer) = wesbels) 


了 即 刀 ! 的 无穷 小 表示 矩阵 ,常数 矩阵 元 完全 决定 于 玫 
示 的 性 质 , 或 场 量 $.(7x,) 在 洛 仑 兹 变换 下 的 变换 性 质 . 例 如 对 


于 表示 D'", 表示 对 象 应 是 标量 场 ,1,, =0 (5.10.4) 
对 于 天 示 D"%?，DY20 家 示 对 象 应 是 1 级 旋 量 场 
I= 二 (Voy 一 Pp) = Paps (5.10.5) 
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Com 一 oo 十 eur 
工 一 1 十 去 govo7w 
故 [yy,1os] 王 7， Oro— Pp Oss 
对 于 表示 DY21, 表示 对 象 是 矢量 场 ， 
Trioo=( Oe dro— Bd up Gro) (5.10.6) 
另 一 方面 ， 在 无 穷 小 洛 仓 效 变换 (5.10.1) 下 ， 任 意 场 量 有 
6Ye(zh) =%e (ro 一 名 (zzo) 一 [ye (ze EAC 
十 [ye(zo 一 加 (za] 
9a (Te) yy 
320， ? 


了 ys 以 pz 
有 , 


一 6%e(zo/) 十 


又 SSAC 8y。 (za 十 EY, ye 


二 59.(z,) 十 0: (高 阶 无 穷 小 如果 
小 量 ) 。 
因此 上 式 可 写 为 


yz,)= 6Y。 (zi 十 Ex ee Cee) _ Ce 


或 
B Yes) = Ops (an — Ent me 


(5.10.7) 


式 中 6y。(z,) 代表 在 无 穷 小 洛 仓 兹 变换 (5.10.1 ) 下 , 场 
量 的 总 改变 量 。 53y。(z。) 仅 代表 在 无 穷 小 变换 (5.10.1 ) 
下 ， 场 量 函 数 形式 的 变化 所 引起 的 函数 值 的 改变 ， 叫 作 形式 
变 分 . 
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由 (5.10.3) 和 (5.10.7) 中 消去 6ye(zo) 立刻 就 可 


一 一 上 2 \ 1 
8 一 | lt 9 二 [re 
人 9 Hp 站 3 : yp 2 FP 十 


2 a \ 
+ ( CprTh 327， 一 Su . | y 


(5.10.8) 

这 就 是 在 任意 无 穷 小 变换 (5.10.1) 下 ， 场 函数 的 形式 变 分 
的 普遍 式 。 如果 (5.10.1) 代 表 纯 空间 转动 变换 , 则 (5.10.8.) 
“69 二 计 Ea[Tw 二 (x06— T6270) J (i,k=1,2,3) 

(5.10.9) 


定义 ;一 二 ips ,是 位 移 算 符 。 代 入 (5.10.9) 式 得 ， 
6 一 Te CT 二 (zips— Tibi) /hp 


= 1 (Sut Li (5.10.10) 
2 
式 中 9 Ti Li= (xbs— Tp) /N 

令 Si=S,,, 9 一 9s1， 9 一 90。 

了 :一 人 ss， L;=L 上 si1, Ls=L1s, 
可 得 出 [Li, Ll=i€ obs (5.10.11) 
[S;,S;]=i€ 00% (5.10.12) 

而 ?= 工 .4* 十 Ls+ 十 Ls 与 ,都 可 对 易 。 
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S 2 一 912 二 92 十 3933: 与 3; 都 可 对 易 。 
出 (5.10.11) 和 (5.10.12) 及 条 件 Ls:L*、 Ss: 人 &S*, 
可 以 解 出 下 述 二 个 联 立 本 征 值 方程 组 


位 = 4 2? 幼 
L$=miy (5.10.13 ) 
全 4 .2 幼 
Ssp=m,y (5.10.14) 


的 本 征 值 分 别 为 1=vVIOT 
m=-l, -1), 1%, (1—1), I (5.10.15) 
4 ,一 ws(s 十 1) 天 
1 一 -3 人 (S 一 1)， (s—1),s. (5.10.16) 


MM 二 Su 十 Li 是 通常 所 谓 场 量 的 角 动 量 算 符 . 场 方程 在 
Rs 群 下 的 不 变性 ， . 按 诺 特定 理 ， 要 求 Mi 是 守恒 算 符 ， 
即 本 征 值 应 是 守恒 量 。 大 家 知道 ,Li 就 是 熟知 的 轨道 角 动 量 
算 符 。 下 面 我 们 找 出 Si 的 物理 意义 ， 

把 粒子 置 于 原点 (x; 二 0)， 则 Lia， 骨 二 Sw。 可见， 
Ss 是 和 粒子 的 轨道 运动 无 关 ， 仅 仅 反映 粒子 的 内 部 运动 的 
一 个 角 动 量 算 符 。 它 的 本 征 值 s 即 代表 粒子 的 自 旋 量子 
数 。 


我 们 看 到 6y== 下 -eaMinp 直 示 场 函 数 的 形式 变 分 , 确 


定 场 的 总 角 动量 ， 而 他 = 于 -5usuy 即 场 函数 的 总 改变 


量 , 确 定 场 的 自 旋 .由 (5.10.14) 和 (5.10.16) 知 ,s 取 确 定 信 
的 粒子 可 处 于 (2s 十 1) 个 不 同 的 本 征 态 Ym,. 按 照 转 动 不 
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en 场 量 应 属于 了 群 的 茶 个 表示 Dt 中 的 表示 对 象 
yin。 它 们 共同 支撑 一 个 (25 十 1)==(21 十 1) 维 表示 空间 ， 
因 羡 je 

显然 ,R 群 不 可 约 表示 Di 中 j 嗓 基 本 粒子 的 自 旋 量 子 数 。 
国 右 汶 仑 兹 群 Lz 的 表示 D1i’ 在 纯 空间 变换 下 退化 为 D' 表 示 
的 直 铂 。 因 此 , 直 积 分 解 中 每 个 不 可 约 表 未 D7V-! 中 的 (I 十 
六 一 全 的 代 麦 基本 粒子 的 自 旋 量子 数 . 因 此 ,一 个 洛 仑 效 协 变 
场 量 的 自 旋 并 不 叭 一， 由 (5.5.9) 知 共有 (27 十 1D) Gj<I) 
或 C27 十 1)( 当 < 四 个 不 同 取 信和, 如 采 我 们 屡 求 Lp 群 的 表 
示人 仪 措 述 最 大 自 旋 的 不 可 约 表 示 Di?1’ .由 于 后 者 的 表 
示 对 象 只 有 2(j 十 17) 十 1 个 而 前 者 的 表示 对 象 共 有 (C21 十 1) xX 
(277 十 1 二 477442(J 十 J 十 1 个 , 故 须 在 表示 对 象 间 引 入 4ji" 
个 辅助 条 件 。 例 刀 "2 2 既 含 自 旋 是 ! 的 矢量 粒子 也 含有 自 旋 是 
0 的 标量 粒子 。 为 了 排除 后 者 必须 引入 477/ = 1 个 辅助 条 件 ， 
这 就 是 大 家 熟悉 的 洛 仑 益 条 件 。 
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附 录 


一 、SU(3) 的 Clebsch--Gordon 系 列 


公式 ; 
mia (nm ) min{(n 1m) 
(n,m) nm’) * = 沁 (0 一 六 一 六 
i=0 1™0 
m—j,m’— i) CA.1) 
(nn sm,m)) = (nFn, mm/) 
min (nys ) 。 » 
外 工 (nn — 922 mm’ + 站 ) 
t=1 
in (mm ) » >» 
© 马 (n+ 二 j m+m—2)) (A.2) 
维 数 公式 ， 


dim(n,m)=1 (n+) (mt+1) (ntm+2) (4.3) 


例 1，(1,1)@(1,1) 
由 (A.1),(1,1)6@(1 .1)=(1,1;11)®D(1,0;01)®B(9,1;1,0)@D 
(0,0;00) 
由 (A,2) (1,1;1,1)= (2,2)@ (0,3)D (03,0) 
(1,0;01)= (1,1) 
(0,1;10)= (1,1) 
(0,0;0,0) = (0,0) 
由 (4.3) 8®8=27@B10®BI0B8DID! 
例 2， (2,2)@(3,0) 
由 (4.1) 〈2,2)@(3,0) 
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一 (2,3;2, 0)D(2,2;1,0)®B(2,1;0,0) 
由 (4.2) (2,3;2,0)= (5,2)® (3,3)®B0,4) 
(2,2;1,0)= (4,1)®(2,2)BD(0,3) 
和 (2,1;0,0)= (3,0)(1,1) 
由 (4A.3) 27@10=81 加 64 名 35 外 和 5 的 27@10B10D8 


二 、 Unm,SUCn) 的 杨 图 的 维 数 公式 


公式 ， 
U() 或 SU (n) . 
的 杨 图 的 维 数 
场 四 的 [TEST ，。 豆 玫 有 识 . 
n-linlarilnt2l »* - 
多 长 (hooklength) 
的 格子 数 的 乘 


积 。 


* 相应 于 正文 中 (271，272)- 


ae 43。 


例 ， 
U(3) 的 杨 图 


SU(4) 的 杨 图 
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第 四 章 
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有 限 群 基本 理论 
群 的 概念 


子 群 、 共 罗 元 素 和 类 
陪 集 、 不 变 子 群 
同 构 和 同 态 

群 的 表示 

等 价 表示 、 不 可 约 表 示 和 可 约 表示 
群 表示 论 中 若干 基本 定理 
和 矩阵 的 直 积 

李 群 

李 群 的 定义 

无 穷 小 变换 和 生成 元 
结构 常数 

李 代数 

李 代数 定义 

若干 定义 

嘉 当 判 别 准则 

卡 塞 米尔 算 子 

李 群 和 李 代 数 

半 单 李 代 数 的 标准 形式 
根 矢量 

根 图 

邓 金 图 

单 李 代数 的 表示 

单 李 代数 的 表示 

权 和 权 空 间 


关于 权 的 一 些 定理 

权 系 的 计算 

直 乘 表示 

元 表示 的 权 

不 可 约 表 示 的 标志 

不 可 约 表 示 的 维 数 

杨 图 及 Al 代数 直 乘 表示 的 约 化 


10 应 用 
第 五 章 ”转动 群 和 洛 仑 兹 群 


1 


co 一 OU 上 


引言 

群 的 生成 元 和 对 易 关 系 
广义 洛 仑 兹 群 L 的 构造 
? 维 正 交 群 及 其 子 群 的 表示 
SU 2) 群 的 表示 

SL( 2，c) 群 的 表示 

R? 群 的 表示 

固有 洛 仑 兹 群 的 表示 

旋 量 分 析 


10 ” 自 旋 和 转动 群 
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